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Einleitung

Einleitung

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit den Eigenschaften von Random Walks und
insbesondere mit der Frage, wann ein Random Walk rekurrent ist. Das Hauptziel die-
ser Arbeit besteht im Beweis des folgenden fourieranalytischen Rekurrenzkriteriums im

schwierigen Spezialfall eines eindimensionalen nichtarithmetischen Random Walks.

Rekurrenzsatz
FEin Random Walk (Sp)n>0 auf (R, B) mit Zuwachsverteilung Q und zugehdriger Fourier-

Transformierter ¢ ist genau dann rekurrent, wenn

/63@ (1_1¢<t)> dt = oo, (GL 1)
=

wobei § > 0 beliebig, aber hinreichend klein sei, so dass |p(t)| < 1 fir alle 0 < |t| <.

In [12] préasentiert F. Spitzer einen Beweis des Rekurrenzsatzes fiir den Fall arithmeti-
scher Random Walks. Beweise fiir den Fall eindimensionaler nichtarithmetischer Random
Walks wurden parallel von D.S. Ornstein in [11] und von C. J. Stone in [13] erarbeitet.
Letzterer wurde im Jahr 1969 veréffentlicht und bildet den Grundstein dieser Arbeit.

Nach einigen Vorbereitungen wird der Beweis in Kapitel 4 ausfiihrlich diskutiert und
in Abschnitt 4.4 unter einer Einschriankung bewiesen. In [13| formuliert Stone zugleich
den folgenden Satz, mit dessen Beweis wir gleichzeitig den soeben erwéhnten Vorbehalt

aufheben konnen.

2. Hauptsatz
Sei (Sn)n>0 ein RW, dessen Zuwachsverteilung die Varianz o® € (0,00] besitze. Weiter
sei 0 > 0 hinreichend klein, so dass p(t) # 1 fir alle 0 < |t| < §. Dann existiert der

Grenzwert

1 )
li > / — (L 2)
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FEinleitung

und ist endlich. Weiter folgt

lim lim — / ﬂdt = Fo 2. (Gl. 3)
y—too 511 27 g 1 —sp(t)

Diese Arbeit beginnt mit der Zusammenfassung theoretischer Grundlagen iiber Ran-
dom Walks und Rekurrenz in Kapitel 1. Der zweite Abschnitt des Einfithrungskapitels
wird der Einfiihrung des Erneuerungsmaf unter Erlduterung seiner Bedeutung im Zu-
sammenhang mit der Rekurrenz eines RWs gewidmet. Die dem Beweis der obigen Séatze
zugrundliegenden Fakten iiber die Fouriertransformation befinden sich in Anhang A.

Im Anschluss an das Grundlagenkapitel werden wir in Kapitel 2 den Rekurrenzsatz
mit Hilfe des Satzes von Chung und Fuchs motivieren und auf eine Beweisrichtung redu-
zieren. Daraufhin wird das Problem weiter reduziert, indem gezeigt wird, dass wir von
Random Walks ausgehen diirfen, deren Zuwachsverteilung eine M-stetige Komponente
besitzen und die somit insbesondere streng nichtarithmetisch sind.

In Kapitel 3 werden die beiden Sétze anschliefsend umformuliert und jeweils auf hinrei-
chende Bedingungen zuriickgefiihrt: Der Rekurrenzsatz wird durch Satz 3.1.3 impliziert,
wahrend wir die Giiltigkeit des 2. Hauptsatzes durch den Beweis von Satz 3.1.4 erhal-
ten. In den Umformulierungen taucht mit dem Potentialkern Af, den wir in Abschnitt
3.1 mit Hilfe des diskontierten Erneuerungsmafses definieren, wieder ein probabilistischer
Ausdruck auf. Nach dem Beweis der Giiltigkeit der Umformulierungen treffen wir in Ab-
schnitt 3.3 letzte Beweisvorbereitungen.

Der Beweis der umformulierten Sétze beginnt im Hauptteil dieser Arbeit, Kapitel
4, mit dem Spezialfall eines Random Walks, dessen Zuwachsverteilung endliche Varianz
besitzt. Der Beweis des allgemeinen Falls erfolgt ab Abschnitt 4.3.

Nach dem Hauptteil untersuchen wir in Kapitel 5, ob sich eine Verallgemeinerung des
Rekurrenzsatzes auf Markov-Random-Walks treffen ldsst. Dabei betrachten wir den ein-
fachen Fall von Markov-Random-Walks, deren Steuerkette eine positiv rekurrente Mar-
kovkette ist. Fiir den Fall, dass das stationdre 1. Moment des Markov-Random-Walks
existiert ldsst sich dabei leicht eine Formulierung des Rekurrenzsatzes finden, deren Nach-
weis in Abschnitt 5.3 erfolgt. Wir beschlieften die Arbeit in Abschnitt 5.4 mit einem
kurzen Ausblick darauf, wie eine Formulierung des Rekurrenzsatzes im allgemeinen Fall
aussehen kénnte und besprechen das einfache Beispiel eines Markov-Random-Walks mit

alternierender Steuerkette.

i









1. Random Walks

In diesem Einfiihrungskapitel definieren wir Random Walks und erldutern den Begriff
der Rekurrenz. Wir werden Random Walks danach unterscheiden, ob sie in ihrem zeit-
lichen Verlauf Werte in ganz R oder nur auf einem Gitter dZ annehmen kénnen und
herausstellen, dass Rekurrenz eine Solidaritéatseigenschaft ist, also eine Eigenschaft, die
entweder alle erreichbaren Punkte besitzen oder keiner. Im zweiten Abschnitt fithren wir
das Erneuerungsmafl ein, das der Charakterisierung rekurrenter RWs dienlich ist und

zugleich die Briicke zum Rekurrenzsatz bilden wird.

Stellen wir uns ein Zufallsexperiment vor, dessen Ausgang durch eine Zufallsgrofe X4
beschrieben wird, die die Verteilung PX1 = Q besitze. Das Zufallsexperiment werde nun
zu durchnummerierten Zeitpunkten n € IN wiederholt und die Ausgénge durch unabhén-
gig identisch verteilte Zufallsgrofsen Xi, Xo, ... wiedergegeben. Die Partialsummenfolge
(Sn)n>0 mit S, = So+ > p_; Xi und einem von den Zuwéchsen X1, Xo, ... unabhéngigen
Startpunkt Sy wird Random Walk (RW) genannt.

1.0.1 Definition (Random Walk)

FEin Random Walk ist eine Folge von Zufallsgréfien (Sy)n>0, dessen Folgeglieder Sy, Werte
in (R4, BY) annehmen, wobei Sy, = Sy + > p_, Xi mit unabhingig identisch Q-verteilten
Zuwdchsen X1, Xa, ... und einem von den Zuwdchsen unabhdngigen Anfangspunkt Sg. Im
Falle von Qo = P50 = &y heifit (Sp)n>0 Standard Random Walk (SRW), anderenfalls
verschobener Random Walk (VRW).

Random Walks interessieren uns in der Wahrscheinlichkeitstheorie haufig und sind
Bestandteil einer Vielzahl von Untersuchungen, die meist das Langzeitverhalten betref-
fen. Diesbeziiglich Auskunft geben etwa das starke Gesetz der grofen Zahlen und der
zentrale Grenzwertsatz. Ersteres besagt, dass S, /n fast sicher (f.s.) gegen den Erwar-
tungswert IEX konvergiert. Der Erwartungswert lésst sich also, wie iibrigens auch die
Verteilung von X7 selbst, empirisch ermitteln. Der zentrale Grenzwertsatz gibt préazisere

Auskiinfte und besagt, dass n'/2(S,/n — u) in Verteilung gegen die Normalverteilung
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1. Kapitel: Random Walks

N(0, 0?) konvergiert, wobei 1 den Erwartungswert und o2 die Varianz der beobachteten
Zufallsgroke bezeichne. Aus VarX/n'/? = ¢2/n, erhélt man im Hinblick auf das starke
Gesetz der groRen Zahlen, dass S,,/n — p fiir groke n annithernd N (0,02 /n)-verteilt ist
und damit eine Auskunft iber die Konvergenzrate. In dieser Arbeit beschéftigt uns aber
ein anderes Langzeitverhalten eines Random Walks, und zwar die Rekurrenz. Rekurrenz
charakterisiert einen Random Walk dahingehend, ob er jeden Punkt, der mit positiver
Wahrscheinlichkeit erreicht werden kann, auch unendlich oft besucht, wenn man nur lange
genug wartet, wobei diese Sprechweise - wie wir in Kiirze sehen werden - etwas unscharf
ist und stillschweigend voraussetzt, dass der Random Walk nur Punkte auf einem Gitter
erreichen kann.

Ein RW ist nicht nur Bestandteil vieler Anwendungen, sondern zugleich ein gut zu be-
handelnder stochastischer Prozess mit giinstigen Eigenschaften. Aufgrund der Unabhén-
gigkeit der (X})g>1 besitzt ein SRW zum Zeitpunkt n z.B. per Definition die Verteilung
PS5 = Q*(™. Nach dem Multiplikationssatz A.1.4 besitzt S, also die Fouriertransfor-
mierte (™, was nicht zuletzt bei den fourieranalytischen Ansétzen zur Charakterisierung

von Rekurrenz, die in dieser Arbeit untersucht werden, grundlegend ist.

1.1. Random Walks, Gittertyp und Rekurrenz

Im Folgenden Verlauf gehen wir stets von eindimensionalen RWs auf (R, B) aus. Die
Folgeglieder S,, = X; + ... + X, (n > 1) eines SRWs besitzen, da die X (kK > 1)
unabhingig identisch verteilt sind, die Verteilung @Q*(™). Gehen wir nun auf einige grund-
legende Eigenschaften eines RW ein und beginnen mit der Feststellung, dass ein RW
eine Markovkette ist. Dies bedeutet, dass die Verteilung von S,11, bedingt unter der
Vergangenheit des Prozesses bis zum Zeitpunkt n, nur vom letzten Zustand S,, abhéngt,
also dass PSnt11505n — PSnt1l9n gilt. Genauer sind die Ubergangswahrscheinlichkei-
ten in den jeweiligen Folgezustand durch den Ubergangskern P (S,.1 € B|S, =) =
P (X, € B — x) gegeben. Aufgrund der Unabhiingigkeit der Ubergangswahrscheinlich-
keiten vom Zeitparameter n handelt es sich bei einem RW um eine zeitlich homogene
Markovkette.

Wir definieren P50 = §, woraus P5» := 6, * Q*(") bzw.
P5" (B) =Py (S, € B—1).

fiir alle B € B folgt. IPf" ist also die Verteilung eines im Punkt x gestarteten RWs



1.1. Random Walks, Gittertyp und Rekurrenz

zum Zeitpunkt n. Schreibe IPf” fiir die Verteilung von S,, wenn ein Random Walk mit

Anfangsverteilung A\ = P% £ §, gegeben ist. Es gelte also

P (B) = / P35 (B) A(dx).

Weiterhin bezeichne in diesem Sinne E, f(S,,) den Erwartungswert von f(S,) bei gege-
benem Startpunkt Sy = x, wobei f : R — R eine beliebige Funktion sei.

Zunachst erfolgt nun eine grundsétzliche Klassifikation von Random Walks anhand des
“Gittertyps” der Zuwachsverteilung (vgl. [4], S. 243 ff.). Die Unterscheidung erfolgt dabei
anhand der kleinsten abgeschlossenen Untergruppe G von R, auf die der RW, bzw. seine
Zuwachsverteilung ) konzentriert ist. Definiere dazu Gg := R mit den abgeschlossenen
Untergruppen G, := dZ (d € R") und G, := {0}.

1.1.1 Definition (d-arithmetisch, s. [4], 26.2, bzw. [5], 41.14)
Die Spanne eines Wahrscheinlichkeitsmafes Q auf (R, B), bzw. einer Zufallsgrofie X ~
Q, sei definiert durch

4(Q) = suple € [0,00] : Q (G) = 1}
Ferner bezeichne Q, = Q(z + -) das um z verschobene W’Maf. Dann heifit Q
e nichtarithmetisch, falls d(Q) =0
e vollstindig nichtarithmetisch, falls d(Q.) =0 fir alle z € R
e d-arithmetisch, falls d(Q) > 0
e vollstandig d-arithmetisch, falls d(Q.) > 0 fir alle z € Gq

Die anschauliche Bedeutung des Zusatzes “Vollstdndigkeit” liegt darin, dass man aus-
schliefst, dass die Gitterfeinheit variiert, wenn der Koordinatenursprung verschoben wird
(der Koordinatenursprung ist stets ein Gitterpunkt). Ein Beispiel hierfiir lasst sich kon-
struieren, indem man eine diskrete Zufallsgrofe X auf IN wahlt und um eine irrationale
Zahl a dezentriert, indem man zur Zufallsgrofe Y = X + a tibergeht (vgl. [4], S. 243). Da
in diesem Falle jedes Gitter, auf dem a liegt, keinen weiteren der Punkte a 4+ Z enthélt,
ist Y nichtarithmetisch. Geht man durch Translation wieder zu X iiber, erhélt man aber

wieder eine Spanne von mindestens 1.



1. Kapitel: Random Walks

Da bei gegebenem SRW mit X; € Gy f.s. auch S, € Gy f.s. fir alle n > 0 gilt,
ist der Gittertyp eines SRWs sinnvoll iiber seine Zuwachsverteilung definiert und wir
sprechen von einem d-arithmetischen SRW (d € (0,00)), bzw. von einem nichtarithmeti-
schen SRW, wenn seine Zuwachsverteilung @) d-arithmetisch, bzw. nichtarithmetisch ist.
Auch VRWs lassen sich nach dem Gittertyp ihrer Zuwachsverteilung charakterisieren,
wenn man voraussetzt, dass die Startverteilung P*° aus 20, := 20(G4) stammt, also
P (Sy € GY) = 0 gilt:

Bemerkung. Gehen wir mittels einer Verteilung A € 2J; von einem d-arithmetischen
SRW (d € [0,00]) zu einem VRW iiber, so ist auch dieser wieder d-arithmethisch. Um

dies zu einzusehen schreiben wir IPf” (B) als Faltung:
Py (S, € Gg) — /IPx (S € Go) \(dz) = /IPO (S € Gy — 2) \(dz) = 1.

Nun soll der Begriff der Rekurrenz eingefiihrt werden, woraufhin wir grundlegende
Eigenschaften rekurrenter Random Walks besprechen werden. Im Falle arithmetischer
RWs heift ein Punkt € R rekurrent, falls die Folge (Sy,)n>0 ithn P-f.s. unendlich oft
annimmt, also

P (S, = = unendlich oft) =1

gilt. Im nichtarithmetischen Fall miissen wir zu einer topologischen Definition iibergehen,
was man man im Falle eines Random Walks mit stetig verteilten Zuwéchsen (Xg)ren
sofort einsieht, da dann P (S, = ) = 0 fiir alle z € R gilt.

1.1.2 Definition (topologische Rekurrenz eines Punktes, s. [4], 28.1)
Fiir eine Folge (Sy)n>0 reellwertiger Zufallsgrifien heifst € R rekurrent falls

P(|S,—z|<ewo.)=1 (1.1.1)
fiir alle € > 0, und sonst transient.

Im Folgenden wollen wir ergriinden, inwiefern es Sinn ergibt, von einem rekurrenten
Random Walk zu sprechen. Mit anderen Worten geht es uns um die Frage, ob Rekurrenz
eine Eigenschaft ist, die sich alle Punkte, die der Prozess in seinem zeitlichen Verlauf

annehmen kann, teilen.



1.1. Random Walks, Gittertyp und Rekurrenz

Dazu bedarf es der Untersuchung der Menge
R = {x € R: x ist rekurrent fir (S,)n>0} (1.1.2)
der Rekurrenzpunkte, wobei (Sp)n>0 ein SRW sei. Definieren wir weiter

¢:={rek: Suﬂ%IP(|Sn—x] <) >0 fir alle e > 0} (1.1.3)
ne

als die Menge der erreichbaren Punkte. Wir beantworten die soeben formulierte Frage
vorab und werden nun zeigen, dass Rekurrenz eine Solidaritdtseigenschaft ist, womit
gemeint ist, dass entweder alle erreichbaren Punkte rekurrent sind, oder keiner. Insbe-
sondere sind im Falle dessen, dass 0 oder irgendein anderer Punkt rekurrent ist, alle
Punkte aus & miteinander verbunden, d.h. fiir alle z,y € € und beliebiges ¢ > 0 gilt
sowohl P, (|Sk — y| <€) > 0, als auch Py, (]S; — x| < ¢) > 0 fiir geeignete k,l € IN.

1.1.3 Satz (Gruppe der rekurrenten Zusténde, s. [4], 28.2)
Die Menge SR ist entweder leer oder es gilt R = € und R bildet eine additive Untergruppe

von R.

Beweis. Nehmen wir also 0.B.d.A. R # () an. Seien z € R und y € € D R. Wir zeigen
x —y € R. Zu beliebigem ¢ > 0 kénnen wir ein k € INg mit P (]S, — y| < €) > 0 wéhlen.
Es folgt

0 = P(|S, — x| <e (nur) endlich oft)

> P (|S, — z| < € endlich oft, | Sy — y| < ¢)

_ / (IS — @| < € endlich oft | Sy = ) P (dz)
{ISk— y|<€}

> / P (|S, — Sk — (x — y)| < 2¢ endlich oft]SkZZ)IPSk (dz)
{ISk—yl<e}

P (|Sk+n — Sk — (x — y)| < 2 endlich oft | S = 2) Pk (dz)

Il
\

{ISk—yl<e}
= P (]S, — (z — y)| < 2¢ endlich oft) P (|Sx — y| < &),

Zum Verstandnis der vorletzten Zeile sei darauf hingewiesen, dass n im Unterschied
zu k nicht fixiert ist und die Bedingung ‘unendlich oft’ ausfiihrlicher formuliert ‘fiir un-
endlich viele n’ bedeutet. Mit P(|S,, — (z — y)| < 2¢ endlich oft) = 0 folgt, dass R eine
Untergruppe von R ist.



1. Kapitel: Random Walks

Da wir sogar die Wahl von y aus der Obermenge & zuliefsen folgt auferdem R = €&,
bzw. ausformuliert: Im arithmetischen Fall wird jeder erreichbare Punkt P-f.s. unendlich
oft erreicht und im nichtarithmetischen Fall gilt dasselbe fiir jede beliebige e-Umgebung
jedes erreichbaren Punktes. In jedem Falle ist ndmlich 0 € R, also fiir jedes y € &€ auch

0 —y = —y € R. Wiederholt man dies und ersetzt dabei y durch —y, folgt y € fR. O

Nun zeigen wir noch die Abgeschlossenheit der Menge R, mit deren Hilfe wir in Satz

1.1.5 den Zusammenhang zwischen R und dem Gittertyp eines RW herstellen.

Bemerkung. R ist topologisch abgeschlossen, denn es gilt, gegeben £ > 0 und eine gegen

ein x € R konvergente Folge (2, )new mit n(e) derart, dass !xn(s) — a:| < 5, dass
P (|Skx —z| <ewuo.)>P <‘S;C — Tne)| < g u.o.) =1.

Nun ist R also entweder leer, oder entspricht als abgeschlossene Untergruppe von R

einer der folgenden Gruppen:
(1) ®={0}
(2) R=dZ fireind € RT

3) R=R

Damit ist eine sinnvolle Definition der Rekurrenz als Eigenschaft eines RWs méglich:

1.1.4 Definition (Rekurrenz, s. [4], 28.3)
Ein SRW (Sp)n>0 heifit rekurrent falls R # (O und anderenfalls transient.

Aufgrund der Gleichheit der Menge der rekurrenten Punkte und der Menge der er-
reichbaren Punkte nehmen die (Sy,)nen f.s. Werte aus der Rekurrenzmenge und damit

aus einer der oben aufgefithrten Untergruppen von R an. Es gilt:

1.1.5 Satz (Klassifikation eines rekurrenten SRWs, s. [4], 28.2)

Fiir einen rekurrenten SRW trifft eine der folgenden Bedingungen zu:

P(S;=0)=1 (& R ={0})
(Sn)n>0 tst d-arithmetisch (& R=dZ)
(Sn)n>0 tst nichtarithmetisch (& R=R)



1.2. Das Erneuerungsmafs und seine Bedeutung im Zusammenhang mit Rekurrenz

Beweis. Wegen R # () und geméif den obigen Ausfithrungen bleibt lediglich zu zeigen,
dass im Falle eines d-arithmetischen Random Walks (S, )n>0 auch R = dZ mit demselben
d > 0 gilt. Zum einen gilt aber X; € dZ fs. = S, € dZ fs. fiir alle n € N, also
R = € C dZ. Fiir jedes ¢ > d wiederum gilt P (X; € ¢Z) < 1, also ¢Z C ¢ = R. O

Bemerkung. Dass die Rekurrenz eines d-arithmetischen VRWs (d € [0, 00)) nicht von der
Startverteilung A € 204(R) abhédngt und wir daher von einem rekurrenten VRW sprechen

kénnen, wenn der zugehorige SRW rekurrent ist, sieht man anhand von
Py, (S, € Buo.) = /]P[) (Sn € B —z u.0.) \(dzx),

da die Rekurrenz des SRWs (S,,),>0 dquivalent dazu ist, dass Py (S, € B —x u.0.) =1
ML.s. fiir jede Menge B mit BN Gy # 0 gilt.

1.2. Das Erneuerungsmal} und seine Bedeutung im

Zusammenhang mit Rekurrenz

Nun wird das Erneuerungsmaf eingefiihrt, das bei der Charakterisierung der Rekurrenz
eine wichtige Rolle spielt. Seine besondere Bedeutung in dieser Arbeit liegt darin, dass
sich mit seiner Hilfe zunéchst eine dquivalente Bedingung fiir Rekurrenz formulieren lasst,

aus der sich unter Verwendung der Fouriertransformation der Rekurrenzsatz ableitet.

1.2.1 Definition (Erneuerungsmafs)
Fiir einen Random Walk (Sy)n>0 mit Startverteilung A\ = P° wird das Erneuerungsmajfs
durch

Uyi=» P (1.2.1)
n>0

definiert. Schreibe im Fulle einer Startverteilung A = 0, auch Uy. Falls wir unter Verwen-
dung des Erneuerungsmafles eine Aussage formulieren, in der die Startverteilung keine

Rolle spielt, schreiben wir das Erneuerungsmaf kurz als U.

Zunichst stellen wir fest, dass das Erneuerungsmafs ein unendliches Mafs ist. An An-
schaulichkeit gewinnt es, wenn man es als Erwartungswert des zufélligen Zdhlmafes

schreibt, dessen Definition hier nachgeholt sei:
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1.2.2 Definition
Fiir B € B ist das zufdllige Zdhlmaf definiert durch

N(B)=Y 15 (8K
k=1

Das zuféllige Zahlmafl misst zu einer gegebenen Realisierung des Prozesses, wie viele
der S,, Werte aus der Menge B annehmen. Auf die fiir eine Prézisierung dieser Bemerkung
notwendige Einfiihrung eines Standardmodells wollen wir an dieser Stelle verzichten, weil
seine explizite Definition im weiteren Verlauf dieser Arbeit keine allzu grofte Rolle spielen

wird.

Das Erneuerungsmaft von B erhélt man aus dem zufalligen Zahlmaf durch Bildung
des Erwartungswertes. Es gibt also die erwartete Anzahl von Treffern in der Menge B
wieder. Als Beispiel stelle man sich einen Erneuerungsprozess (Sp)n>0 vor, dessen Zu-
wachse X7, Xo, ... fiir die Lebensdauer einer technischen Komponente stehen, die beim
Ausfall unmittelbar ausgetauscht werde. Fiir n > 0 beschreibt dann .S,, den Zeitpunkt der
n-ten Erneuerung der technischen Komponente und U ([to, t1]) die erwartete Anzahl von
Erneuerungen im Zeitintervall [to, t1] (s. [2], S. 2). Hierbei wollen wir nicht verschweigen,
was ein Erneuerungsprozess ist, ndmlich ein RW mit f.s. nichtnegativen Zuwéchsen, die

einen positiven Erwartungswert besitzen.

Mit dem Erneuerungsmaf lassen sich die folgenden Bedingungen fiir die Transienz bzw.

die Rekurrenz eines RWs formulieren:

1.2.3 Satz (s. [4], Satz 28.4)
Sei (Sp)n>0 ein SRW. Existiert ein offenes Intervall mit

0 < U(I) < o0, (1.2.2)

50 ist (Sp)n>0 transient. Gilt umgekehrt U(I) = oo fiir mindestens ein endliches Intervall

I, so ist (Sp)n>0 rekurrent.

Beweis. " [4], S. 255 f. O
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Wie im letzten Abschnitt nachgewiesen ist Rekurrenz eine Solidaritdtseigenschaft und
im Falle von R # () enthélt die Menge der rekurrenten Punkte den Punkt 0, weshalb wir

aus Satz 1.2.3 den folgenden Spezialfall gewinnen:

1.2.4 Korollar

Sei (Sp)n>0 ein nichtarithmetischer RW. Dann folgt aus seiner Rekurrenz U(]—e¢, €]) = oo
fir alle e > 0. Umgekehrt ist (Syp)n>0 rekurrent, wenn U([—¢,€]) = oo fiir ein ¢ > 0 gilt.
Kurz gesagt: Ein RW ist genau dann rekurrent, wenn U([—e,]) = oo fir ein beliebiges

e >0 gult.

Bemerkung. Die Entsprechung von Korollar 1.2.4 im arithmetischen Fall lautet:

“Ein d-arithmetischer VRW (d € [0,00)) mit beliebiger Startverteilung X € Wy ist

genau dann rekurrent, wenn Uy({0}) = oo gilt.”

Fiir eine Begriindung, warum aus Up({0}) = oo bereits die Rekurrenz eines zu U
gehorigen SRWs (S, )n>0 folgt, verweisen wir auf [4], 7.18. Die Riickrichtung folgt sofort
aus Satz 1.2.3. Dass die Aussage dariiber hinaus nicht von der Startverteilung A abhéngt,
folgt daraus, dass die Rekurrenz unabhéangig von der Startverteilung des RWs ist, wie

wir zum Ende des vorangegangenen Abschnitts bemerkt hatten.

Bevor wir fortfahren, notieren wir noch das folgende Kriterium fiir Rekurrenz, dessen

hinreichende Rekurrenzbedingung wir aus Satz 1.2.3 gewinnen.

1.2.5 Satz (s. [4], Satz 28.6)

Sei (Sp)n>0 ein SRW. Konvergiert n=1S,, fiir n — oo in Wahrscheinlichkeit gegen 0, so
ist (Sp)n>0 rekurrent. Nach dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen ist (Sy)n>0 also
insbesondere dann rekurrent, wenn EX, = 0.

Umgekehrt folgt aus der Rekurrenz des RWs bei gleichzeitiger Existenz des ersten Mo-

ments von X1, dass notwendigerweise EX1 = 0 gilt.

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass fiir alle x € R

U([=1,1)) 2 U(f, z +1])
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gilt. Sei x € R und 7 = inf{n > 0: S, € [z,z + 1]}, so gilt

Uz +1]) = / S Ugs. ey AP

n>0

Z ﬂ{sr+n—s-re[—1,1]} d]P

n>0

{r<o0}

IA

{r<oc}
< P(r<o0)d P (S, €[-1,1)) <U(-1,1),

n>0

wobei fiir den Ubergang zur dritten Zeile mittels P(Sr+n=Sr)nz0lS7 — P(Snnz0 auf [4],
27.1 verwiesen sei. Die zweite Zeile folgt mit S; € [z, x + 1] sofort aus der Dreiecksun-

gleichung. Nun zeigen wir U([—1, 1]) = oo mittels

U([~1,1]) > limsup %U([—n,n]). (1.2.3)

n—oo

Sei e >0 und n € N. Wahle m € IN derart, dass

Sk 1
Pll—=< > =

fiir alle kK > m. Dann gilt fir alle k mit m < k < %

P (|Skl <n) >

N | —

Hieraus folgt

Ulnn) =Y (S <m) > 3 RS <n) > (2 - m)

k>0 m<k<n

- — €&

und mittels € | 0 mit Blick auf (1.2.3) die Rekurrenz des RWs.
Umgekehrt folgt aus EX; € R\{0} und dem starken Gesetz der grofen Zahlen

lim;, o0 |Sp| = oo f.s. und damit die Transienz des RWs. d

Bemerkung. Falls das erste Moment eines RWs existiert und seine Zuwéchse X1, Xo, ...
also den Erwartungswert IEX; € R besitzen, liefert Satz 1.2.5 ein einfaches Kriterium fiir
die Rekurrenz des RWs. Im anderen Fall, also falls gleichzeitig £ X 1‘" =oound EX; = oo
gilt, bereitet eine Aussage iiber die Rekurrenz offensichtlich mehr Miihe. Dies ist somit

der interessantere Anwendungsfall des in dieser Arbeit diskutierten Rekurrenzsatzes.

10



1.2. Das Erneuerungsmafs und seine Bedeutung im Zusammenhang mit Rekurrenz

Im Folgenden bezeichne ), wenn nicht néher erlautert, die Zuwachsverteilung eines
gegebenen RWs und ¢ seine Fouriertransformierte (F.T.). Werfen wir nochmals einen
Blick auf Satz 1.2.3 und stellen fest, dass das Erneuerungsmaf eines RWs genau dann
lokal endlich ist, wenn der RW transient ist. Dennoch liegt natiirlich in beiden Fallen
ein unendliches Mafs vor, was uns vor das Problem stellt, dass wir auf U keine Fou-
riertransformation anwenden kénnen. Wir behelfen uns damit, das Erneuerungsmaf zu
approximieren. Eine Moglichkeit dazu besteht darin, die unendliche Summe bei einem
geniigend grofen Index N € IN abzubrechen und U(B) fiir eine Menge B € B durch den
Grenziibergang N — oo zu gewinnen. Der Weg der Wahl ist an dieser Stelle jedoch das

sogenannte Diskontieren.

1.2.6 Definition (diskontiertes Erneuerungsmaf)
Sei (Sp)n>0 ein VRW mit Startverteilung A € QB(R).Fir 0 < s < 1 definieren wir das

diskontierte Erneuerungsmajf durch

Uy => s"Pim. (1.2.4)
n>0

Das so gewonnene diskontierte Erneuerungsmafs ist ein endliches Mak, das fiir festes
s € (0,1) durch eine geometrische Reihe majorisiert wird. Nach dem Multiplikationssatz
fiir Fouriertransformierte A.1.4 besitzt das diskontierte Erneuerungsmafs U§ eines SRWs

fiir ein solches s die F.T. )

T 1 sp’

e =Y s"p"(t)

n>0
wobei wir die geometrische Reihe mit Hinweis auf Satz A.1.2, Teil (b), bilden koénnen.
Fiir alle B € B gilt Ug(B) T Up(B) (s 1 1), d.h. die Familie (U§)se(0,1) konvergiert fiir
s T 1 vag gegen das Erneuerungsmaft des SRWs. Zudem konvergieren die zugehorigen

F.T. 95 punktweise:

i . = 120 -~ (1.2.5)
Der Grenzwert 1 ist aber nicht als Fouriertransformierte von Uy zu verstehen, da Uy als
unendliches Maf keine solche besitzt. An den Einsstellen von ¢, also insbesondere im
Ursprung, besitzt ¢ isolierte Singularitdten (s. [2], S 263 f.). Genau diese Singularitéiten
interessieren uns bei der Untersuchung des Rekurrenzsatzes, wobei uns im nichtarithme-
tischen Fall, der in dieser Arbeit behandelt wird, speziell die Singularitdt im Punkte 0

interessiert.

11
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Der erste Abschnitt des folgenden Kapitels, in dem wir den Satz von Chung und Fuchs
zitieren werden, kniipft unmittelbar an diesen Abschnitt an. Im Beweis des Satzes werden
wir nachweisen, dass er eine fourieranalytische Umformulierung von Korollar 1.2.4 bildet,
die unter Zuhilfenahme des diskontierten Erneuerungsmaf gewonnen wird. Gleichzeitig
gewinnen wir einen Eindruck tiber den Zusammenhang zwischen der Rekurrenz eines
RWs und der Bedingung aus dem Rekurrenzsatz, die der Bedingung aus dem Satz von
Chung und Fuchs sehr &hnelt. Die grofte Bedeutung des Satzes fiir diese Arbeit besteht
jedoch darin, dass wir hieraus ohne Miihe eine Beweisrichtung des Rekurrenzsatzes folgern

konnen. Hiermit sei begriindet, warum der Satz erst im folgenden Abschnitt erwahnt wird.

12
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2. Reduktionen

2.1. Reduktion auf eine Beweisrichtung

Mit Hilfe des folgenden Satzes aus dem Jahre 1951 werden wir die Verbindung zwischen
dem Rekurrenzsatz und der Charakterisierung der Rekurrenz mittels des Erneuerungs-
mafses aufzeigen. Nach seinem Beweis begriinden wir, warum wir aus ihm sogleich eine

Beweisrichtung des Rekurrensatzes gewinnen.

Satz von Chung und Fuchs
FEin Random Walk (Sy)n>0 mit Zuwachsverteilung QQ und zugehériger F.T. ¢ ist genau

dann transient, wenn

lim [ Re #
s11 1 —s(t)
1

) dt < oo (2.1.1)

gilt, wobei 6 > 0 beliebig, mindestens aber so klein sei, dass |p(t)| < 1 fir alle 0 < |t] < 4.

Man bemerkt sofort die groke Ahnlichkeit zu (Gl. 1). Der einzige Unterschied besteht
darin, dass der Integrand fiir 0 < s < 1 nun stetig und somit integrierbar ist. Anstelle

eines uneigentlichen Integrals wird hier der Grenzwert s T 1 gebildet.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis des arithmetischen Falles geméfs [12], denn im
Gegensatz zum nichtarithmetischen Fall wird hier der Zusammenhang zwischen dem
Satz von Chung und Fuchs und Korollar 1.2.4 ohne weiteres ersichtlich. In diesem Fall ist
Rekurrenz geméfs Korollar 1.2.4 namlich gleichbedeutend mit Uy({0}) = oo. Schreiben

wir Up({0}) als Grenzwert aus dem diskontierten Erneuerungsmafs.
o0
Uo({0}) = 1i "Pg" ({0
(10D =i > B (1)),

wobei der Ausdruck im Falle eines rekurrenten RW uneigentlich gegen oo konvergiert.
Fiir festes s < 1, also vor Vollziehen des Grenziibergangs, liegt auf der rechten Seite eine

absolut konvergente Reihe vor, deren Summanden wir umformulieren, indem wir IP(‘?"

Till Breuer - Diplomarbeit
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mit Hilfe der inversen F.T. P5" ({x}) = o= [7_¢"(t)e™!dt auswerten, die wir aus dem

Multiplikationssatz A.1.4 und der Umkehrformel (A.1.3) erhalten:
oo 1 n
_ 1 n - n
Ul (o) =tim Y™ [ o (0.
n=0 g

Aufgrund der absoluten Konvergenz der Reihe gilt weiter

s

—T

und wir kdnnen, wie man beim Betrachten der linken Seite sieht, zum Realteil iibergehen:

I

Insgesamt erhalten wir also die Giiltigkeit des Satzes von Chung und Fuchs mit

1 1
Uo({0}) = 5 lim Re<1—sso(t)>

—T

Weniger direkt wird der Zusammenhang zu Korollar 1.2.4 im nichtarithmetischen Fall
ersichtlich, denn die mittels Umkehrformel von Lévy ausgedriickten Mafke PSn[—¢, ]
besitzen eine kompliziertere Darstellung als noch im arithmetischen Fall, insbesondere

weil wir uns dort fir Maie im Punkte 0 interessiert hatten.

Hier wird uns die Parsevalsche Gleichung A.1.3 helfen, wobei die Beweisidee aus [10],
9.4, stammt. Zuerst suchen wir eine geeignete Funktion f, so dass sich die Indikatorfunk-
tionen 1|_. . von unten gegen f und von oben gegen die F.'T. f abschétzen lassen. Wahlen
wir hierfiir die symmetrische Funktion f : R — R, die durch f(z) := (1—|z|)* definiert
ist. Diese besitzt, wie man unter Ausnutzung der Symmetrie mittels partieller Integration
leicht nachrechnet, die nichtnegative F.T. f(t) = 2/t2 (1 — cos (t)), die auf [—1, 1] positiv
ist und als F.T. einer Funktion, die als Dichtefunktion einer Verteilung aufgefasst werden
kann, in 0 durch 1 stetig fortsetzbar ist. Sei m := min{f(t) : t € [~1,1]} > 0, so gilt
also Tj_. ¢(7) < mflf(f) fiir alle x € R. Sei nun € > 0 gegeben. Aus der Parsevalschen

14
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Gleichung A.1.3, bzw. mit dem Satz von Fubini erhalten wir

S Q@O(ze) < m [ HDHY Q)

n>0 n>0
< m lll?slTllnf/f(E)ZsQ (dz) (2.1.2)
n>0
= m 'limi f/(/ t)e'st dt) () (g 2.1.3
m nnglln f(t)e RZ;)SQ (dz) ( )
= m leliminf Mdt
s11 1 —s(t)
1
< I
< m ehrngllnf / T 5000 = o) dt
[_6761
(2.1.4)

mit § := e~ !, wobei in der zweiten Zeile das Lemma von Fatou verwendet wurde und in
der vierten Zeile die Substitution ¢ — et vollzogen wurde. Aus dieser Ungleichung folgt
gemif Korollar 1.2.4 die Transienz des RW, wenn der Ausdruck auf der rechten Seite

gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. Umgekehrt gilt analog

1 f(t
lim sup / ——dt < m 'limsup &dt

1 1 —sp(t) - 1 1 —sp(t)
[_576]
< m—lé/f(dx) > @ (dx) (2.1.5)
n>0
< w18 Q[ e))

n>0

O]

Mit Hilfe des Lemmas von Fatou erhélt man aus dem Satz von Chung und Fuchs leicht

eine Beweisrichtung des Rekurrenzsatzes, ndmlich die folgende:

2.1.1 Lemma

Fir einen transienten Random Walk (Sn)n20 mit Zuwachsverteilung QQ und zugehdriger

F.T. ¢ gilt
é
1
Jre(i o Yuen
g 1—o(t)

15
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fir jedes gentigend kleine 6 > 0 mit |p(t)| < 1 fir alle 0 <t < 4.

Beweis. Aus dem Lemma von Fatou folgt

é &

/Re (1> dt = /lim Re (1> dt
1—o(1) s11 1—sp()
= =
§
< lim inf/Re # dt.
s11 1 —sp(t)
Die Behauptung folgt somit aus dem Satz von Chung und Fuchs. 0

Im Gegensatz zum Satz von Chung und Fuchs findet man beim Rekurrenzsatz kei-
nen Grenziibergang s — 1 und damit keine Spur des diskontierten Erneuerungsmafies
vor, was allerdings nicht bedeutet, dass wir davon keinen Gebrauch machen werden. Der
Grenziibergang wird hier lediglich an anderer Stelle vollzogen werden. Da wir uns nun
fiir die Beweisrichtung interessieren, bei der wir die Rekurrenz von (S, )n>0 voraussetzen,
konnte es aber zum Problem werden, dass U nicht einmal mehr lokal endlich ist. Abhilfe
schafft hier der Potentialkern, dessen Definition im nichtarithmetischen Fall einige wei-
tere Definitionen notig macht, die wir im néchsten Kapitel ab Abschnitt 3.1 nachholen

werden.

2.2. Reduktion auf den streng nichtarithmetischen Fall

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass wir uns beim Beweis der beiden zentralen
Sétze 0.B.d.A. auf den Fall von Random Walks beschrianken kénnen, deren Zuwachsver-
teilung eine A-stetige Komponente besitzt. Eine solche nichtsinguldre Zuwachsverteilung

Q@ geniigt nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma A.2.3 der Cramerschen Bedingung

limsup |¢(t)| < 1.

t—oo

Verteilungen, die diese Bedingung erfiillen, nennen wir streng nichtarithmetisch. Falls
Q) singular ist, werden wir zu einem modifizierten rekurrenten RW iibergehen, dessen
Zuwachsverteilung Q wir geeignet konstruieren, wobei darauf zu achten ist, dass die F.T.
¢ der neuen Zuwachsverteilung die Bedingungen der Sétze genau dann erfiillt, wenn dies

fiir die F.T. von @ gilt. Dazu notieren wir folgendes Lemma.

16



2.2. Reduktion auf den streng nichtarithmetischen Fall

2.2.1 Lemma
Sei (Sp)n>0 ein Random-Walk, mit Zuwachsverteilung Q # do. Sei ¢ eine weitere cha-

rakteristische Funktion, die
o(t) — ot
/ "M‘ dt < oo (2.2.1)
t4

erfiille. Dann ist es hinreichend, die Bedingungen (Gl. 1), (Gl. 2) und (Gl. 3) aus den
beiden Hauptsdtzen fiir ¢ zu verifizieren, um gleichzeitig die Giiltigkeit der Aussagen fiir

die charakteristische Funktion ¢ von @ zu erhalten.

Beweis. Gehen wir also davon aus, dass ¢ die oben genannten Aussagen erfiillt und
rechnen nach, dass sich an der Existenz und Endlichkeit der uneigentlichen Integrale aus
den Kriterien nichts dndert, wenn wir ¢ durch ¢ ersetzen. Betrachten wir zunéchst die

Konvergenzaussagen (Gl. 1) und (Gl 2). Verwende die Abschétzung

1)
Jolit) () ()

< /5Re (1;@)) dt (2.2.2)

=’
0

<[re(i=vm) e (=m) - (= )|

und nachfolgend die Ungleichung

Tl (=) - e (= |

= —0

IN
\oq

A\
Q
—

A
=
|
S
=
QL
\’W

(2.2.3)

um zu sehen, dass Gleichung (Gl. 1) genau dann fiir ¢ gilt, wenn dies fiir ¢ der Fall ist.
Dabei ist C' > 0 eine Konstante, die wir aus Anwendung von Satz A.2.1 erhalten. Ganz
entsprechend verwenden wir die folgende Abschétzung, die wir aus der Anwendung von
A.2.1 erhalten, um fiir (Gl. 2) nach einer Abschitzung wie in (2.2.2) dasselbe Resultat

17
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zu erzielen: Aus

§ é
it it B it(p(t) — (1))
_/h—@@ 1—¢®%ﬁ_l‘0—ﬂmﬁ—¢))ﬁ
5 ~
SC/¢®;¢®Pt (2.2.4)
=5

folgt mit (2.2.1) die Integrierbarkeit des Differenztermes. Es bleibt zu zeigen, dass sich
auch in (Gl 3) der Grenzwert nicht verdndert. Nach einer d&hnlichen Abschéitzung wie in

(2.2.2) gentigt es hierfiir,

it 1t

iyt o
L=p(t) 1-9()

lim e
y—+too

=0

nachzuvollziehen, was aber direkt aus dem Riemann-Lebesgue-Lemma A.2.3 folgt, wenn

man beriicksichtigt, dass der Ausdruck

gemék (2.2.4) integrierbar ist. O

Das folgende Lemma erlaubt uns, im folgenden Text stets von Random Walks mit
nichtsinguldrer und insbesondere streng nichtarithmetischer Zuwachsverteilung auszuge-

hen:

2.2.2 Lemma

Fiir jeden rekurrenten Random Walk auf (R,B) existiert ein nichtsinguldres und somit
insbesondere streng nichtarithmetisches Wahrscheinlichkeitsmaff Q auf (R,B), das eben-
falls einen rekurrenten Random Walk definiert und dessen charakteristische Funktion ¢
die Bedingung (2.2.1) erfillt.

Bemerkung. Neben dem Nachweis, dass die F.T. ¢ bzw. ¢ der Zuwachsverteilungen zweier
RWs simultan die Bedingungen aus dem Rekurrenz- bzw. dem zweiten Hauptsatz erfiillen,
miissen wir zeigen, dass die Bedingung (2.2.1) gleichzeitig impliziert, dass entweder beide
RWs rekurrent sind oder keiner der beiden. Dies trifft zu, und zwar folgt aus (2.2.1), dass

@ genau dann das Kriterium des Satzes von Chung und Fuchs erfiillt, wenn ¢ dies auch
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2.2. Reduktion auf den streng nichtarithmetischen Fall

tut, was man genau wie in (2.2.3) vermoge

)
/5R€<1—;5<t>)Re(l—;o(t))‘dt
)
(1
<[ dt<0/‘w ’dt

fiir alle 0 < s < 1 mit einer Abschitzung wie in (2.2.2) feststellt. Alle Verteilungen Q, die

s (p(t) — ¢(t))
1—s5p(t)) (1 - s(t))

diese Bedingung an die Momente erfiillen, sind also einerseits genau dann rekurrent und
erfiillen andererseits genau dann die Kriterien aus den Rekurrenzsitzen, wenn dies fiir
Q gilt. Demzufolge geniigt es, eine Verteilung @Q zu konstruieren, deren F.T. erwithnten

Bedingung geniigt.

Im folgenden Beweis konstruieren wir nun - davon ausgehend, dass () endliche Momen-

te besitze - ein WahrscheinlichkeitsmaR @ mit endlichen Momenten derart, dass es einen
A-stetigen Anteil besitzt und seine ersten drei Momente mit denen von () iibereinstim-
men. Gemift Satz A.1.5 ist namlich die Ubereinstimmung der ersten drei Momente der
Verteilung Q mit denen von Q bei gleichzeitiger Endlichkeit des vierten Momentes von
Q hinreichend dafiir, dass die Bedingung (2.2.1) erfiillt ist. Bei der Konstruktion von Q
folgen wir [11] (S. 34 f.).
Warum koénnen wir bei der Konstruktion davon ausgehen, dass ) endliche Momente be-
sitzt? Anderenfalls wihlen wir ein hinreichend grofes M € IN und modifizieren nur den
auf [—M, M] eingeschrankten Teil Qpr = Q(- N [—M, M]) des Makes @ zu einem Mafs
v mit stetigem Anteil, dessen Momente mit denen von (Qjs iibereinstimmen. Bezeich-
nen wir mit ¢y die F.T. von Q) und mit ¢pre die von Q(- N [—M, M]¢), so folgt mit
Q:=v+Q(-nN [—M, M]°) fiir die Differenz der Fouriertransformierten

p(t) — @(t) = (enmr + eue)(t) — (v + oare) (t)
M
= / e Q(dx) — /eiml/(d:c) (2.2.5)

-M

und es geniigt nunmehr zu zeigen, dass die ersten drei Momente von (Qp; und v iiber-
einstimmen und dass das vierte Moment von v endlich ist. Zusétzlich miissen wir darauf
achten M € IN geniigend grofs zu wahlen, so dass das Intervall (—M, M) mindestens

zwel Punkte enthélt, die unter @ positive Masse besitzen. Dies stellt uns aber vor keine
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Probleme, da @ nach Voraussetzung Q({0}) < 1 erfiillt.

Beweis von Lemma 2.2.2. Sei @Q ein singuldres Wahrscheinlichkeitsmaf, dass einen re-
kurrenten RW definiert. Nach obigen Beobachtungen gehen wir 0.B.d.A. davon aus, dass
@ endliche Momente hat und zwei Punkte y;, y2 mit Q(y;) > 0 (i = 1,2) existieren.
Wir werden nun Q in zwei Schritten konstruieren: Im ersten Schritt definieren wir eine
Familie (fty¢)o<t<1 nichtsinguldrer Make. Der Parameter ¢ wird uns ermdoglichen, das
dritte Moment zu variieren, « wird zur Skalierung der Masse dienen und y die Streuung
des Mafes festlegen. Die niedrigeren Momente werden durch geeignete Parameterwahl
beliebig klein und werden im zweiten Schritt durch Interpolation mit einer diskreten Ver-

teilung angepasst.

(a) Sei p ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafs mit absolut stetiger Komponente und
endlichen Momenten. Mit Hilfe der Translation T} := [zt — x + y| definieren wir die

angesprochene Maffamilie als die Konvexkombination

fy.at o= o (tp"v + (1= t)u’v)

mit ¢ € [0,1]. Wie man unter Anwendung des Transformationssatzes leicht nachrechnet

gilt fiir die n-ten Momente von p'v

n —
/x”uTy(dm) = y”+z <k>yk/x" Fu(dx) (2.2.6)
k=0
und folglich
/x",uy’ayt(da;) =a(2t—1y"+0®y" 1)) (2.2.7)
flir ungerade n, bzw.
/ 2" piya(dr) = a (y" +O(y" ™)) (2.2.8)

fiir gerade n Fiir das erste Moment m von i, o ¢+ gilt beispielsweise

/ 2 1y es(da) = a <(2t e+ / . ,u,(dx))

und bei festem y bewirkt der Parameter ¢ € [0, 1] eine Verschiebung des Erwartungswertes

innerhalb des Intervalls [a(m — y), a(m + y)].
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2.2. Reduktion auf den streng nichtarithmetischen Fall

Sei € € (0,1/2) beliebig klein. Zu einem beliebig grofen, noch nicht spezifizierten
N € N liisst sich y so grok wihlen, dass der Abstand zwischen y* und den Termen der
Ordnung y? grok genug ist, damit gemif (2.2.6) bei gleichzeitiger Wahl eines geniigend
kleinen «, das geméif der letzten der in (2.2.9) folgenden Bedingungen kleiner als e
(< 1/2) sei,

[ adhyn = [t > .
sowie

[ duns = [ st <N

und zum anderen

’/xdﬂy,a,t

flir alle 0 < t < 1 gilt. Somit erhalten wir ein nach ¢ parametrisiertes A-stetiges Mafl

< 5,/x2duy7a,t < g, sowie /duy@,t <e (2.2.9)

mit Gesamtmasse «, dessen drittes Moment wir stetig in ¢ in beliebig grofsen Grenzen
verschieben kénnen, wiahrend die niedrigeren Momente in einem beliebig kleinen Intervall
liegen. Das erste Moment schwankt innerhalb dieses Intervalls stetig in Abh&ngigkeit von
t. Das Mals fi, o+ wollen wir nun so mit einem weiteren Mafs zur Korrektur der ersten
beiden Momente ergédnzen, dass wir - bei Wahl eines geeigneten Parameters - die den

Vorgaben an Q entsprechende Verteilung mit A-stetigem Anteil gewinnen.

(b) Definiere nun wie folgt ein singuléres Wahrscheinlichkeitsmaf @, 5 mit Erwartungs-
wert a und zweitem Moment b: Wahle @), derart, dass es zwei Punkten x1 und o mit
identischem Abstand d von a die Masse 1/2 zuweist, wobei der Abstand eindeutig durch
die Bedingung

1

5 (a1 +a3) =

5 ((a=d)?+(a+d)?)=a®+d>=0b (2.2.10)

N

festgelegt ist. Nun wollen wir mit Hilfe Q,; die Gesamtmasse, sowie die ersten beiden

Momente von i, o ¢ korrigieren. Definiere

Vyat = Pyat + (1 —)Qap.

Unsere Vorgaben an a und b fiir vorgegebene y, o lauten also
/:L‘duy,ayt = /:L'dQ und /xQduya,t = /deQ.
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2. Kapitel: Reduktionen

Der Parameter a = a(t) ist also abhéngig von t zu wahlen, ist aber stetig in t, weil
das erste Moment von pi, ¢ fiir jede feste Wahl von y und o stetig von ¢ abhéngt.
Benennen wir das erste Moment von () mit mj; und das zweite mit msy, schwanken
zudem a(t) und b innerhalb der Intervalle [(1 — a)~!(my —¢), (1 — @)~ (my + €)], bzw.
[(1—a) Y (ma—¢), (1—a) ! (mg+e)] und damit jeweils innerhalb eines Intervalls, dessen
Breite unabhéngig von o und y durch 2¢/(1 —«) < 4e beschrankt ist, denn das erste und
das zweite Moment des Mafes (i, ¢ sind nach unseren Vorgaben an die Parameterwahl
aus Schritt 1 gleichméfig durch € beschrankt. Aus diesem Grunde wird bei der Ergénzung
um @, das dritte Moment nur innerhalb fester Grenzen verdndert: Beriicksichtigt man

die Variationsgrenzen von a und b, so gilt fiir das dritte Moment von @,

= (1-a) [(a+d)3 + (a — d)3]

~ (1-a) [(H b—a2")’ 4 (- o QQ\W)?’] <c

‘/903(1 —a)dQap

fiir eine geeignete Konstante C, die neben € > 0 nur vom Erwartungswert und der Varianz
von () abhéngt. Daher knnen wir im ersten Schritt unter den dortigen Vorgaben speziell

ein geniigend grofses N und ein geniigend kleines o derart wihlen, dass

/ 23vy o1 (dx) > ‘ / x?’dQ‘

und /x31/y7a70(da:) < - ’/xng

gilt, und der Ausdruck stetig in ¢ ist.

)

Fassen wir also zusammen:
e ¢ > ( ist vorgegeben

e abhéngig von € und den ersten beiden Momenten von ) ergeben sich Schranken

fiir die Korrekturparameter a und b

e abhéngig von e, dem moglichen Wertebereich von a und b und den ersten drei
Momenten von () wihlen wir im ersten Schritt y, N und a < € < 1/2, so dass das

dritte Moment von v, ¢ stetig in ¢ in einem geniigend grofen Bereich variiert.

e abhingig von y und a wahlen wir b, um das zweite Moment von v anzupassen
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2.2. Reduktion auf den streng nichtarithmetischen Fall

e abhéngig von y, o und ¢ wéhlen wir den Korrekturparameter a = a(t), der ebenfalls

stetig in ¢ ist, um das erste Moment von v anzupassen

Um diesen Algorithmus abzuschlieffen, wéhlen wir abschliefend ¢ € [0, 1] mit

/ 2PV o i(dz) = / 23dQ.

23



24

3. Kapitel: Umformulierungen und Vorbereitungen

3. Umformulierungen und

Vorbereitungen

3.1. Der Potentialkern und die Umformulierung des

Rekurrenzsatzes

In diesem Abschnitt werden wir in Definition 3.1.1 den diskontierten Potentialkern A®
(0 < s < 1) einfithren, den wir mit Hilfe des diskontierten Erneuerungsmafies definieren
werden. Wie wir im folgenden Kapitel nachweisen werden, ist der Potentialkern A, den
wir durch Bildung des Limes s T 1 aus A® erhalten, im Unterschied zum diskontierten
Erneuerungsmaf, auch im Falle eines rekurrenten RWs in dem Sinne lokal endlich!, dass
Af(z) fur alle f € § und = € R endlich ist, wobei sowohl der Ausdruck Af(z) als auch
die Funktionenmenge § in Kiirze definiert wird. Unter Verwendung des Potentialkerns
werden wir Satz 3.1.3 als eine stirkere Variante des Rekurrenzsatzes und den zum zwei-
ten Hauptsatz dquivalenten Satz 3.1.4 formulieren. Zusammen mit Lemma 3.1.2; in dem
eine notwendige Voraussetzung fiir Satz 3.1.3 bewiesen wird, bilden diese beiden Satze
den Schwerpunkt dieses Abschnitts. Dass die Umformulierungen zuléssig sind wird erst
im folgenden Abschnitt bewiesen. Zuvor miissen wir noch einige der nun folgenden Aus-

driicke in eine fourieranalytische Schreibweise iibersetzen.

Im Unterschied zu unserer Definition des Erneuerungsmafses in 1.2.1 und seines dis-
kontierten Pendants in 1.2.6 beginne die Summe in (1.2.1), bzw. in (1.2.4) von nun an

bei 1, d.h. es gelte

U(B)=> P (B), bzw. U(B) =) s"P" (B)

n>1 n>1

fiir alle B € Bund 0 < s < 1. Wie man sofort einsieht, behélt Korollar 1.2.4 auch bei

dieser modifizierten Definition seine Giiltigkeit und die Rekurrenz eines RWs kann unver-

'Ein MaR Q heiRt lokal endlich, wenn Q(B) < oo fiir jedes beschriinkte B € B gilt.

Till Breuer - Diplomarbeit



3.1. Der Potentialkern und die Umformulierung des Rekurrenzsatzes

andert wie in Abschnitt 1.2 besprochen mit Hilfe des Erneuerungsmafies charakterisiert

werden.

Im Folgenden fassen wir ein Mafs () stets als lineares Funktional auf, wenn es auf eine
Funktion trifft, indem wir den Erwartungswert bilden. Sei etwa @) die Verteilung einer
Zufallsgrofe X, so definieren wir Qf := Ef(X) Betrachten wir einen RW (S),),>0, so
bezeichne ferner P9 f(x) den unter einem Startwert bedingten Erwartungswert E, f(S,,)
und wir fassen dabei P°» f als Funktion R — R auf. Mit unserer modifizierten Definition

von U? gilt also

U () = Be | 35" F(S)
n>1
Bemerkung. Die Ergebnisse iiber die Charakterisierung der Rekurrenz mittels des Fr-
neuerungsmafes aus Abschnitt 1.2 lassen sich auch mit Hilfe der Operatorschreibweise
formulieren. Wir notieren zunéchst dass fiir Funktionen f € €y, die aufgrund ihrer Ste-
tigkeit und der Tatsache, dass sie einen kompakten Trager besitzen, beschrankt sind,
—00 < Uf(x) < oo gilt. Andererseits gilt U f(x) = oo fiir jede nichtnegative Funktion
0 # f € € genau dann, wenn der RW rekurrent ist. Der Tréger einer solchen Funktion
enthilt namlich wegen der Stetigkeit insbesondere ein nichtleeres Inneres I. Nach Uber-
gang zu einer geeigneten Teilmenge von I nehme f 0.B.d.A. ein Minimum m > 0 an, so
dass wir im Falle eines rekurrenten RWs U f(z) > mU,(I) = oo erhalten (s. Satz 1.2.3).

Im Folgenden beschrinken wir uns meist auf eine bestimmte Klasse von Funktionen,

némlich auf die Menge

o0

s:—{feeo:/

—0o0

‘f(t)’dt < o0} (3.1.1)

der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager, deren F.T. f absolut integrierbar ist
( fe Li(R)). Ab Abschnitt 3.2 werden wir die Bedingung an die absolute Integrierbarkeit

héufiger fiir den Beweis der Existenz und Endlichkeit einiger Integrale benotigen.

Bemerkung. Die lokale Endlichkeit eines Mafses @) ist offensichtlich dquivalent dazu, dass
Qf fir alle f € €y endlich ist, was wir bereits zu Beginn der vorhergegangenen Bemerkung
verwendet haben. Ebenso gilt, dass () genau dann lokal endlich ist, wenn Qf < oo fiir
alle f € §. Hierfiir miissen wir wegen § C €y(R) nur die Riickrichtung zeigen, fiir deren
Beweis wir ein weiteres Mal die Funktion f(z) := (1—|z|)* verwenden (s. Satz 2.1). Diese

besitzt die in 0 stetig fortsetzbare und absolut integrierbare F.T. f(t) = % (1 — cos (t)).
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3. Kapitel: Umformulierungen und Vorbereitungen

Nun existiert fiir jede beschrinkte Menge B € B ein Intervall I mit 1; > 1p. Da bei
Wabhl eines geniigend groken a > 0 weiter f,(z) := 2f(2) > 1;(z) fiir alle z € R und
damit Qf, > Q(B) gilt, impliziert Qf, < oo fiir alle a > 0 bereits Q(B) < oo fiir alle
beschriankten B € B, also die lokale Endlichkeit von Q. Die F.T. fa von f, ist aufserdem
wegen fa(t) = 2af (at) fiir alle t € R wieder absolut integrierbar und da f, € § fiir alle
a € R gilt, folgt die Behauptung.

Schlieflich definieren wir noch fiir stetige Funktionen f : R — R mit kompaktem

Tréger, also insbesondere fiir alle f € §

J(f) = /f(ac)dx, sowie K(f) = /xf(x)dac, (3.1.2)

und bezeichnen mit §* die Menge der nichtnegativen f € §. J(f) kann man sich, wenn
man f als die Dichtefunktion eines Mafies auffasst, als die Gesamtmasse des Mafes vor-
stellen, wohingegen K (f) nach dieser Interpretation das erste Moment reprisentiert.
Offensichtlich sind J und K lineare Funktionale auf §.

Nun definieren wir den diskontierten Potentialkern A%, den wir spéter, nach Uberset-
zung in eine fourieranalytische Schreibweise, zur Umformulierung des Rekurrenzsatzes

und des zweiten Hauptsatzes nutzen werden.

3.1.1 Definition
Fiir eine beliebige, fest gewdhlte Funktion g € 1t mit J(g) = 1 und K(g) = 0 setzen
wir ¢ = U®%g(0) und definieren fir Funktionen f € § und fir belicbiges x € R den

diskontierten Potentialkern A° durch

A f(z) = I (f) — Usf (). (3.1.3)

Der Potentialkern A ist als dessen Grenzwert fiir s T 1, also durch

Af(z) := li%lll A’ f(x)

definiert, sofern dieser existiert und endlich ist.

Auffillig ist, dass g als Wahrscheinlichkeitsdichte einer stetigen, zentrierten Verteilung
aufgefasst werden kann. Der Ausdruck U?®g(0) strebt im Falle eines rekurenten RW fiir

s 1 1 stets gegen oo und auch U?f(x) nimmt i.A. fiir s T 1 keinen endlichen Grenzwert
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3.1. Der Potentialkern und die Umformulierung des Rekurrenzsatzes

an. In Kapitel 4 werden wir nachweisen, dass die Eichung mittels J(f)U®¢(0) in der
Definition von A® dazu fiihrt, dass der Grenzwert von A®f(z) (s T 1) fur alle f € § und
x € R existiert und endlich ist.

Die Definition des Potentialkerns gewinnt an Anschaulichkeit, wenn wir in seiner De-
finition 3.1.1 f = g wahlen. Dann gilt A°f(zx) = U*f(0) — U®f(x) und Af(x) ist eine
Differenz erwarteter Erneuerungen bei Variation des Startwertes, wobei mit “erwarteten
Erneuerungen” die erwartete und mittels f gewichtete Anzahl von Eintritten des RWs in
den Tréger von f gemeint ist. Bei beliebiger Wahl von f unterscheiden sich i.A. Tréger
und Funktionsverlauf von f und g, was jedoch, wie wir nachweisen werden, keinen Ein-
fluss auf die Endlichkeit von limg; A% f(x) und das Verhalten von Af(x) fiir + — oo
hat.

Bemerkung. Sei x € R gegeben. Dann gilt

A(fi+ f2)(x) = J(fr + fo)c® =U(f1 + f2) (=)
= J(fi)c’ +J(f2)c’ = U fi(x) — U® fa(z)
= A’fi(z) + A% fa(z)

fiir alle f1, fo € §, sowie

A(af)@) = J(af)e —U(af)(@)
= aJ(f)e" — aU*f(x) = aA*f(a)

fiir alle ¢ € R und f € §. A® ist also ein linearer Operator auf §.

Bevor wir die angekiindigten Umformulierungen vornehmen, notieren wir das folgende
Lemma, dessen Aussage die Grundlage fiir die Umformulierung des Rekurrenzsatzes in
Satz 3.1.3 bildet:

3.1.2 Lemma
Sei (Sp)nen ein streng nichtarithmetischer rekurrenter Random Walk. Fiir alle f € §*
mit J(f) >0 und K(f) =0 und fir alle x € R existiert

lim(4° f(z) + A*f (=2) (3.1.4)

und der Grenzwert ist endlich.
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3. Kapitel: Umformulierungen und Vorbereitungen

Nun formulieren wir die beiden zentralen S&tze um und beginnen mit dem folgenden

Satz, aus dem der Rekurrenzsatz folgt:

3.1.3 Satz (Umformulierter Rekurrenzsatz)
Sei (Sp)nen €in rekurrenter Random Walk, dessen Zuwachsverteilung @ eine N-stetige
Komponente besitzt. Fir alle f € §5 mit J(f) >0 und K(f) =0 gilt

lim lim (A% f(x) + A°f(—z)) = oo. (3.1.5)
T—00 sT1
Eine Umformulierung des zweiten Hauptsatzes liegt dagegen im folgenden Satz vor,
der eine Aussage iiber das asymptotische Verhalten von Differenzen der Form Af(z +
y) — Af(y) bei festem Abstand x des Funktionsarguments von Af trifft:

3.1.4 Satz (Umformulierter zweiter Hauptsatz)
Sei (Sp)nen €in rekurrenter Random Walk, dessen Zuwachsverteilung @ eine N-stetige

Komponente besitzt. Fiir f € § und x € R ezistiert der Grenzwert
11%111 A’ f(z) = Af(x) (3.1.6)
S

und ist endlich. Desweiteren gilt

lim (Af(z +y) — Af(y)) = £zo2J(f). (3.1.7)

y—=+o0
fir alle x € R. In beiden Fdllen ist die Konvergenz gleichmdf$ig auf Kompakta.

Satz 3.1.4 wird im Falle unendlicher Varianz nur fiir f € §© bewiesen. Dies ist jedoch,
wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden, hinreichend fiir die Implikation des zweiten
Hauptsatzes.

Bevor wir nachweisen konnen, dass wir fiir unser Anliegen zum Beweis der obigen
beiden Sitze iibergehen diirfen, bedarf es noch der Ubersetzung einiger der oben auf-
gefithrten Ausdriicke in eine fourieranalytische Schreibweise. Auch in den Beweisen ab
Kapitel 4 werden wir des 6fteren auf die fourieranalytischen Formulierungen der Terme
zuriickgreifen. Wir beginnen mit der Ubersetzung des diskontierten Erneuerungsmafes,

das wir fiir eine gegebene Funktion f € § zunéchst explizit als Integral schreiben:
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3.1. Der Potentialkern und die Umformulierung des Rekurrenzsatzes

Uf(z) = Ey

> 8" f(Sn)
= D "By [f(Sn+2)]

= > [ 1P )
n=1

Der letzte Ausdruck ldsst sich weiter umformen, indem man f aus seiner Fouriertrans-
formierten zuriickgewinnt, wobei wir die Angabe des Startwertes 0 unterdriicken und
anmerken, dass die Integration und die Grenzwertbildung, die in der unendlichen Sum-

me steckt, nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz vertauscht werden darf:

@) = 3 [ st P @y
n=1

- is” / % / f(#)e @t gt 5 P (dy)
n=1 — 00
Ll [ —izt _—i Sn,
- %;S /4 FR)e eV dt PP (dy)
o R n r p —iz —1 Sh,
= %;s _éf(t)e t{/e vt p (dy)}dt
B 1 n T 2 iz i S
- =2 / F(—te {/P (dy)}dt (3.18)

1 G n R ixt, n
= 3 /f(—t)e Lo (1) dt
n=1 S

= ;ﬁ/f(t)emt;s"go”(t) dt

o0

s [ f(=tetp)
T or 1—sp(t) dt

— 00

Hierbei wurde in Zeile 4 der Satz von Fubini verwendet, in Zeile 5 wurde die Substitution
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3. Kapitel: Umformulierungen und Vorbereitungen

t — —t vollzogen und in der letzten Zeile die geometrische Reihe unter Berticksichtigung
von s |p(t)| < 1 fir alle 0 < s < 1 eingesetzt.
Mit Hilfe von (3.1.8) kénnen wir nun den diskontierten Potentialkern umformulieren,

und zwar gilt:

4f() = o / f’(_t)‘jl(f_) ;Oft()_t)em (1) dt. (3.1.9)

—00

3.2. Zur Giiltigkeit der Umformulierungen

In diesem Abschnitt werden wir zundchst Lemma 3.1.2 beweisen. Anschliefsend wird be-
wiesen, dass wir fiir den Beweis des Rekurrenzsatzes und des 2. Hauptsatzes zum Beweis
der Satze 3.1.3 und 3.1.4 iibergehen diirfen.

Notieren wir zunéchst, dass die Taylorentwicklung 2. Ordnung der Fouriertransformier-
ten f einer Funktion f € § im Punkte 0 geméR Satz A.1.5 und mit Blick auf (3.1.2)

A~

ft) = J(f) +itK(f) + O(t?) (3.2.1)

lautet. Dass Taylornédherungen beliebiger Ordnung von f existieren, folgt mit Satz A.1.5
daraus, dass f einen kompakten Trager besitzt und somit als Dichte eines endlichen
Mafles aufgefasst werden kann, dessen Momente sdmtlich endlich sind. Beweisen wir nun

zunachst Lemma 3.1.2.

Beweis von Lemma 3.1.2. Aus (3.1.9) erhalten wir

A*fa) + A f () = / 9=t)s (fl)__;:?t()”)f D owa. (322)

Zu zeigen ist, dass der Ausdruck fiir alle z € R fiir s T 1 gegen einen endlichen Grenz-
wert konvergiert. Sei nun 0.B.d.A. J(f) = 1. Ansonsten kénnen wir im nichttrivialen
Fall J(f) # 0 den Ausdruck mit J(f)~! multiplizieren. Zunichst schiitzen wir den Inte-
granden mit Hilfe von Satz A.2.1 fiir ¢ aus einem geniigend kleinen Intervall [—§, ] mit
o(t) # 1 fur t € [-0,0] ab: Es gilt

(=)

Q
—
L
SN—
|
@)
@]
»n
—~
8
~
~—
~~

g(—t) — cos (wt) f(—t)
1 —sp(t)

(1)
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3.2. Zur Giiltigkeit der Umformulierungen

fir t € [—6,0]\{0} mit einer geeigneten Konstanten C' > 0. Wegen K(f) = 0 erhalten

wir in zweiter Naherung aus (3.2.1)

A~

f(t) =1+ 0(#?), sowie g(t) = 1 + O(t?)

und damit

g(=t) = cos (xt) f(—t) |1 — cos (xt) + O(t?)]

C 2 ’(p(t)| =C 2 ‘So(t)’

Da auch der Term 1 — cos (zt) von der Ordnung O(#?) ist, ist der Ausdruck eine in 0
stetig ergdnzbare Majorante des Integranden, so dass aus dem Satz von der majorisierten
Konvergenz unmittelbar die Existenz und Endlichkeit des uneigentlichen Integrals in
(3.2.2) und

i [AC0I) = cos@f ) /5 §(=0)T () — cos (1) f (1)
s11 1 — sp(t)

fiir alle z € R folgt.

Weil wir nichtarithmetische Random Walks betrachten, folgt die Integrierbarkeit auf

[0, d]¢ und die in x gleichméfige Beschréanktheit des uneigentlichen Integrals nach einfa-

cher Abschétzung vermége limsup,_, . ¢(t) < 1 und der Tatsache, dass f und g absolut

integrierbar sind (% (A.2.9)). O

Der folgende Satz impliziert die Aquivalenz des zweiten Hauptsatzes und des Satzes
3.1.4 ohne den Zusatz der lokal gleichméRigen Konvergenz. In Teil (a) des Satzes zeigen
wir die Aquivalenz des jeweils ersten Teils der beiden Sitze. Dabei verwenden wir aber
fiir den Ausdruck A®f(z) aus Gleichung (3.1.6) seine fourieranalytische Darstellung in
(3.1.9). In Teil (b) wird die Aquivalenz von (Gl. 3) und (3.1.7) formuliert, wobei auch
dort die fourieranalytische Ubersetzung des Termes Af(z+y) — Af(y) genutzt wird, und
zwar erhdlt man aus (3.1.9) fiir alle 0 < s < 1:

s [ eit(] — ity f(_
Asf(x+y)—A8f(y):27T/ y(ll_w()tf( 2

—00

o(t)dt. (3.2.3)
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3. Kapitel: Umformulierungen und Vorbereitungen

3.2.1 Satz
Sei (Sp)n>0 ein streng nichtarithmetischer rekurrenter Random Walk. Seien weiter f € §
und g € § mit J(g) =1 und K(g) =0 gegeben.

a) Sei x € R beliebig. Der Grenzwert

mn1/7¢ﬁ (3.2.4)

existiert und ist endlich genau dann, wenn dies fir den Grenzwert

13%?% / 9= )1({)3@{;) He” o(t)dt. (3.2.5)

— o0

der Fall ist.

b) Setzen wir die Giiltigkeit der dquivalenten Bedingungen in (a) voraus, so gilt

1 -y 1yt
lim hm/”edt: Fo 2. (3.2.6)
y—+oo s11 27 1-— Sgo(t)
genau dann, wenn
s [ e - et f(-) :
lim lim — = txo” 2.
yﬂaﬁbw/ el = e () (3.2.7)

gilt.

Beweis. (a) Zunichst zeigen wir, dass wir davon ausgehen diirfen, dass wir beim Integral
n (3.2.5) ebenfalls zum Integrationsintervall [—d,d] mit demselben § wie im zweiten

Hauptsatz iibergehen kénnen, oder mit anderen Worten, dass der Limes

181%1% / 9= )1({)3@{;) e o(t) dt. (3.2.8)
[t|>d

fiir alle f € § und alle z € R existiert und endlich ist. Dies folgt daraus, dass der
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Integrand in (3.2.8) durch

(—t) eia:t
1—()

1 — (1)

+

majorisiert wird und das uneigentliche Integral mit dem Integrationsbereich [—4, §]¢ tiber
letzteren Ausdruck existiert und endlich ist, was aus der absoluten Integrierbarkeit von

f und ¢, zusammen mit der der strengen Nichtarithmetizitat von @ folgt.

Sowohl in (3.2.4) als auch in (3.2.5) diirfen wir also von demselben Integrationsinter-
vall [—6,d] ausgehen und es bleibt zu zeigen, dass entweder beide Grenzwerte in diesen
Gleichungen existieren und endlich sind oder keiner der beiden. Aus (3.2.1) und der Né&-
herung e = 1 + izt + O(t?) erhalten wir fiir den Zihler des Integranden in (3.2.5) die

erste Taylor-Naherung

G(=t)I(f) = fF(=t)e™ =i [K(f) — xJ(f)]t+ O(t?). (3.2.10)

Bei der Untersuchung des Integrals iiber [—¢, ] im Hinblick auf Endlichkeit ist geméfs
Satz A.2.1 wegen 1/|1 — ¢(t)| < C/t? fiir eine Konstante C' > 0 und geniigend kleine ¢
lediglich der Term erster Ordnung von Interesse, so dass aus der Existenz und Endlichkeit
des Limes in (3.2.4) also sofort die Endlichkeit in (3.2.5) folgt. Die Gegenrichtung folgt
ohne Miihe, indem man f derart wahlt, dass K(f) — xJ(f) nicht verschwindet.

(b) Dass die Grenzwerte s T 1 fiir beliebige x,y € R in beiden Gleichungen existieren
und endlich sind, folgt sofort daraus, dass die dquivalenten Bedingungen aus Teil (a)
vorausgesetzt werden. Um dies im Falle von Gleichung (3.2.7) nachzuvollziehen geniigt
die Feststellung, dass der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung geméf (3.2.3) dem
Term A®f(x + y) — A%f(y) entspricht und dass in Teil (a) dessen Konvergenz fiir alle
z,y € R fiir s T 1 nachgewiesen wurde.

Beginnen wir auch hier mit der Bemerkung, dass wir in (3.2.7) zu denselben Inte-
grationsgrenzen [—d,0] tibergehen diirfen, die in (3.2.6) vorliegen: Aus dem Riemann-

Lebesgue-Lemma A.2.3 folgt nédmlich

L[ e — e f(—t)

li — =0.

Y=o 27r/ 1—p(t) (1) dt 0
[t|>d

Dazu sei gesagt, dass (1 —e"*)o(t)/(1— ¢(t)) auf [4, 00) wegen der strengen Nichtarith-
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3. Kapitel: Umformulierungen und Vorbereitungen

metizitit von @ gleichméfig beschriankt ist (¥ (A.2.9)) und daher

(1— ™) f(—t)p(t)
1— (1)

A-integrierbar ist. Auf dieselbe Weise lasst sich zeigen, dass wir 0.B.d.A. § > 0 (auch
in (3.2.6)) beliebig klein wéahlen diirfen, ohne das Grenzwertverhalten fiir |y| — oo zu
beeinflussen.

Sei nun z € R und € > 0 beliebig. Wir zeigen, dass fiir ein geniigend kleines § > 0

) é o .
| e a0 - fe .
i o J(f)_/él_go(t) dt _/5 —r oty <= (3211)

gilt. Aus (3.2.1) und den Niherungen 1—e™! = —izt+O(t?) und ¢(t) = 1+O(t) erhalten
wir

V(1 — Y f(—t)p(t) = eV (—iatJ(f) + O(F))

als erste Naherung fiir den Zéhler in (3.2.7). Die Integranden in (3.2.6) und (3.2.7) sind
also bis auf den Faktor —zJ(f) und einen Restterm der Ordnung O(#?) identisch. Ge-

7

nau genommen miissten wir statt “O(t2)” an dieser Stelle “O(x?) - O(t?)” schreiben. Dies
spielt allerdings fiir den weiteren Beweis keine wesentliche Rolle und wird zum Zwecke
der Ubersichtlichkeit unterschlagen. Den Restterm konnen wir bei der Integration ver-
nachléssigen, wenn wir ein geniigend kleines § > 0 wihlen, denn aufgrund der stetigen

Fortsetzbarkeit gilt
1)

J=5]=

fiir eine geeignete Konstante C' > 0. Man wihle § < £/2C, woraus (3.2.11) folgt. Hiermit
ist der Beweis des Lemmas abgeschlossen.

O

Der Satz und damit die Aquivalenz des 2. Hauptsatzes und Satz 3.1.4 - mit Ausnah-
me der Aussage iiber die lokal gleichméfige Konvergenz in letzterem Satz - sind somit
bewiesen. Diese Ausnahme ist fiir uns nicht weiter von Bedeutung, da wir mit Hilfe von

Satz 3.1.4 den zweiten Hauptsatz beweisen und nicht umgekehrt.

Bemerkung. Die einzige Bedingung an f € §, die wir in der Riickrichtung des soeben

erbrachten Beweises benotigt haben, war die Moglichkeit, f so zu wéhlen, dass K(f) —
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xJ(f) nicht verschwindet. Daher kénnen wir in Satz 3.1.4 fiir unser Ziel, den zweiten

Hauptsatzsatz zu beweisen, 0.B.d.A. f € F voraussetzen.
Nun beweisen wir, dass Satz 3.1.3 den Rekurrenzsatz impliziert:
Beweis. Wir vergleichen den Term aus Gleichung (Gl. 1) des Rekurrenzsatzes mit dem

Term A®f(x)+A°f(—=z) aus (3.1.5) in seiner fourieranalytischen Schreibweise aus (3.2.2).

Im Beweis von Lemma 3.1.2 wurde bereits

s / 9(=)J(f) — cos (It)f(_t)(p(t) dt| < oo

sup |lim —
xe]% stL T 1 —sp(t)

[t|>6

begriindet, so dass wir bei der Untersuchung der Endlichkeit dieses Integrals zum Inte-

grationsintervall [—4, §] mit beliebig kleinem ¢ > 0 iibergehen kénnen.

Wir zeigen nun die Kontraposition:

0
(=) <

)

: s [ §(=t)J(f) — cos (xt) f(~t)
= hirisip 151%111 77_/ 1= sod) @(t) dt| < oo,
wobei wir geméaft Lemma 3.1.2 auch
1) ~ 0 o
s [9(=t)J(f) — cos (xt) f(—t) _ 1 [9(=t)J(f) — cos (at) f(—t)
lsl%rll 77_{ 1 — sp(t) plt) dt = 71'_/ 1—p(t) plt) dt

schreiben koénnen.
Zunachst approximieren wir den Integranden auf der rechten Seite der Implikation wie

gewohnt fiir kleine ¢:

J(f) 14+ 0@t*))(1 = cos (at))
1= ¢(t)

§(=t)J (f) — cos (xt) f(~1)
1— (1)

p(t) = (1),

weshalb es zu zeigen geniigt, dass

51 _
lim sup ’/ 1COS(H)dt‘ < 00.
T—00 s 1—o(t)
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3. Kapitel: Umformulierungen und Vorbereitungen

Fiir den Realteil des Integranden erhalten wir ohne Miihe

0 < Re <11_“’;((;t)> <2Re <11¢(t)> . (3.2.12)

Aus der Voraussetzung und mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt die

Existenz und die gleichméifige Beschranktheit des uneigentlichen Integrals in x.

Untersuche nun den Imaginérteil. Der Anteil

- 1 _ Im o(t)
! (1 - @(t)) (11— o)1 — (1)

ist eine ungerade Funktion in ¢, da Im ¢(t) ungerade ist. Ebenso ist

(1 — cos (zt))Im (1_180(75)>

als Produkt einer geraden und einer ungeraden Funktion wieder ungerade. Falls das

uneigentliche Integral existiert nimmt es also fiir alle x den Wert 0 an.

Die Existenz des uneigentlichen Integrals folgt jedoch aus der trivialen Ungleichung

(=) = =

und der stetigen Fortsetzbarkeit von |1 — cos (zt)| /|1 — ¢(t)| im Punkte 0 mit Hilfe des

Satzes von der majorisierten Konvergenz fiir alle x € R. O

3.3. Letzte Vorbereitungen

In diesem letzten Abschnitt vor den Beweisen der Sétze 3.1.3 und 3.1.4 treffen wir einige
Vorbereitungen und fiihren Begriffe ein, auf die wir im Beweisverlauf zuriickgreifen wer-
den. Zunéchst begriinden wir die Stetigkeit des diskontierten Potentialkerns, bevor wir
zwei diskontierte Mafe einfiihren, die wir mit Hilfe der Ersteintrittszeit T in eine geeig-
nete Menge B € B definieren. Unmittelbar im Anschluss an ihre Definition diskutieren
wir das Konvergenzverhalten der beiden diskontierten Mafse fiir s T 1. Zum Abschluss
dieses Abschnitts werden wir unter Verwendung von Tp noch eine niitzliche Zerlegung

von U? f(x) notieren.
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Stetigkeit des diskontierten Potentialkerns.

Definieren wir zunéchst
fy(z) = f(z —y) (3.3.1)
fiir alle z € R und stellen fest, dass mit f auch f, € § (bzw. 1) ist.

Bemerkung. Wendet man U® als Funktional auf f, an, entspricht dies der Anwendung
auf f selbst, allerdings mit einem um y “nach links” verschobenen Startwert, und zwar
gilt

Ufy(x) =Uf(z —y) (3.3.2)
fiir alle z € R. Dies weist man leicht mit Hilfe des Transformationssatzes nach. Aus der

Definition von A® folgt sofort

A*f, () = Af(a — ) (3.3.3)

fir alle z € R.

3.3.1 Satz
Fir alle x € R und 0 < s < 1 ist der diskontierte Potentialkern A®f(x) stetig in x.

Beweis. Fiir alle f € §, x € R und h > 0 gilt
A% f(z+h) = Af(2)] = [A°(f-n = f) (@)

= (U (f = f=n) ()]
1 = f-nllocU*(R).

IN

Aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit von f gilt ||f — f_n|lcoc — O fiir h — 0, woraus
unmittelbar die Behauptung folgt, da U? fiir alle 0 < s < 1 ein endliches Malfs ist. O

Definition der MaRfamilien (I15(x,"))sc(,1) und (G3(,))se(0,1) und Untersuchung
der Konvergenz.

Im Folgenden sei B € B relativ kompakt mit nichtleerem Inneren und
Tp:=inf{n >0:5, € B} (3.3.4)
die Ersteintrittszeit von (Sp)n>0 in die Menge B. Aus der Rekurrenz von (Sy,),>0 folgt

P (S, € B u.0.) =1 und damit insbesondere, dass Tp P-f.s. endlich ist.
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3. Kapitel: Umformulierungen und Vorbereitungen

Wir definieren nun fiir 0 < s < 1 das Maf II5;(z, -):
(e 9]
Wp(z,) = By s'P ]I{STBE }:| - anle (Sn € Tp=n),
n=1

Wenden wir 113 als Funktional auf eine Funktion f: R — R an, erhalten wir damit

Bf(x) = By [s"P f(S1,)] -

Definieren wir weiter

TB o
GSB(xa')::Ex an]l{sne-}]:ZSnIPx(Sne '7TBZH)
n=1 n=1

so erhalten wir entsprechend fiir eine gegebene Funktion f: R — R

pf(x) =E;

Tp
> os" f(Sn)] :

n=1

Bemerkung. Offensichtlich gilt fiir allez € Rund 0 < s <1
I15(z, ) < O (x,R) = E,s78 <1,

d.h. die Gesamtmasse der Maffamilie (II3(,-))se(0,1) st gleichméfig beschriinkt, und
(IT%)se(0,1) konvergiert fiir s T 1 nach dem Satz von der monotonen Konvergenz schwach

gegen das Wahrscheinlichkeitsmafs
N & o S _ 1
g =1 :=E [B{STBG . }} = lslel 5. (3.3.5)

Hierzu gleichbedeutend gilt, dass II f(x) fiir alle f € €,(R), d.h. fiir beschréankte stetige
Funktionen f: R — R, fiir s T 1 gegen Il f(x) konvergiert.

Dazu entsprechend konvergiert die Makfamilie (G3)se(,1) fiir s T 1 vag gegen das
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Priokkupationsmaf?

GB(xy : ) =,

T
> ]1{Sne.}] . (3.3.6)
n=1

Hierfiir ist zu zeigen, dass dieses ein lokal endliches Mafk ist. Der Beweis der lokalen End-
lichkeit von Gp(x, -) bereitet im Fall E;Tp < oo weiterhin keine Miihe. Fiir nichtnegative
f € €(R) gilt dann namlich

I,

Tp
Zf<sn)] < | flleoEeTB < o0.
n=1

Im Fall, dass die Ersteintrittszeit in B keinen endlichen Erwartungswert besitzt, ist die
Sache aber komplizierter.

Zunéchst notieren wir die folgenden Minorisierungsbedingungen. Teil (b) des Lemmas
bildet unter verdnderten Voraussetzungen eine schérfere Version der in Teil (a) formu-
lierten Bedingung. Die Beweise werden wir trotz der Ahnlichkeit der beiden Aussagen

auf unterschiedliche Weise fiihren.

3.3.2 Lemma
Sei (Sp)n>0 €in Random Walk auf (R, B) und K € B kompakt.

a) Die Zuwachverteilung von (Sp)n>0 besitze eine stetige Komponente Q1. Sei B € B
eine Menge, deren zugehérige Ersteintrittszeit T fir alle x € R Py-f.s. endlich
ist. Dann gibt es ein § > 0 und ein N > 0, so dass die (“schwache”) Minorisie-
rungsbedingung

i < >
xléllf(IPx(TB <N)>6

erfillt ist.

b) Sei (Sp)n>0 nichtarithmetisch und rekurrent. Weiter sei B € B eine Menge mit
nichtleerem Inneren. Dann gibt es fir jedes € > 0 ein N > 0, so dass die (“starke”)

Minorisierungsbedingung

inf P,(Tg <N)>1—¢
zeK

gilt.

2In der gewdShnlichen Definition des Priaokkupationsmafies beginnt die Summe bei 0 und endet bei T3 —1,
d.h. man betrachtet den RW nur vor und nicht mehr wihrend des ersten Eintritts in die Menge B,
was uns aber nicht davon abhalten soll, aus Griinden der Anschauung vom Pridokkupationsmafs zu
sprechen.
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3. Kapitel: Umformulierungen und Vorbereitungen

Beweis. (a) Nach Voraussetzung gibt es fiir alle ¢ > 0 und z € R ein N € IN, so dass
IPm(TBSN) 21—8

Wiéhle e dabei so klein, dass der A-stetige Anteil der Zuwachsverteilung Gesamtmasse

q > ¢ besitzt. Es gilt
IPQ;(TBSN):/IPy(TBSN—l)Pm(S1€dy)Zl—€

und wegen

[P <N D Qi —0) 2 -2 >0

existiert ein Kompaktum F' mit Q1(F) =: §; > 0, fiir dass infycp Py (Tg < N —1) >
289 > 0 gilt. Wihle 6 := 97 - d2, so dass also

/IPy(TBSN—l)Ql(dy—x)>2(5
F

Zu 6 gibt es nun ein v > 0, so dass fiir alle z € B, (z)
|Q1(F —2) — Q1(F —2)[ <6
Dann folgt fiir alle z € B, (x) gleichzeitig

/]P

(Tp < N —1)Qu(dy — 2)

<

v

I
e T T

P, (Tp < N~ 1) Qu(dy - 2)
P,(Tn <N = DQudy—2)+ [Py (T <N - 1) (@uldy - 2) - Qa(dy - )

fa
P,(Tg <N —-1)Qi(dy —x) =6 >6

A\

Wiihle nun eine endliche Uberdeckung (J}_, B, (zx) von K und N so grof, dass
P,, (T <N)>1—¢

fiir alle k = 1,..., N gilt.
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(b) Wahle zp € R und § > 0 derart, dass Bss(zg) C B und definiere A := Bs(xp).
Aufgrund der Rekurrenz von (S,)n>0 gilt nach Satz 1.2.3 P, (T4 <n) > 1 — ¢ fiir ein
abhéngig vom Startpunkt € R und von ¢ gewéhltes n = n(z,¢). Fiir ein beliebiges

x € R und alle y € Bs(x) gilt also
P,(Tg <n)>P, (Ta<n)>1-—¢,

denn aus A —x C B — y fiir alle y € Bs(x) folgt, dass der Ersteintritt von (Sy,),>0 in
die Menge B bei Start im Punkte y auf keinen Fall nach dem Ersteintrittszeitpunkt in A
beim Start im Punkte x erfolgt - unabhéngig davon, wo innerhalb von Bs(z) der Punkt
y liegt. Wihle nun eine endliche Uberdeckung Ué;:o Bjs(xr) von K und zu jedem der

Punkte zj € K ein ng = ng(x, ) wie oben, fiir das also
IPy<TB§TLk) 21—6
fir alle y € Bs(xy) erfiillt sei. Mit N := max;<x<; ny folgt dann

inf P, (Tg < N) > mi inf P,(ITg<N)>1—c¢.
R L

Hieraus erhalten wir das gewiinschte Resultat:

3.3.3 Satz
Sei (Sp)n>0 ein RW auf (R, B), der die Voraussetzungen einer der beiden Minorisie-

rungsbedingung aus Lemma 3.3.2 erfiille. Dann gilt

sup I,
zeR

Tp
> f(Sn)] < o0

fiir alle f € €(R) bzw. die dquivalente Aussage, dass das Praokkupationsmafl lokal end-
lich ist.

Beweis. Definieren wir zu einem beliebigen Pfad die Menge

C:={n>0:8,¢cK,Tg>n}, (3.3.7)
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so gilt

E, = E,|C].

Tp
Z Ls,ery
n=1

Definiere fiir n > 1 rekursiv die Stoppzeiten
TV = T == inf{m >0: S,, € K},

und
7 .= inf{m > 71 Sm € K}
K - K - PFm )

wobeil Tk die Ersteintrittszeit von K sei. Nun ist
P(Txk <Tp)=P(|C|>0) <1,

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass K iiberhaupt vor B getroffen wird. Unabhéngig da-
von, welches z € K zuerst getroffen wird, sagen uns die Minorisierungsbedingungen aus
Lemma 3.3.2, dass fiir ein geeignetes € > 0 und N € N spétestens der (N + 1)-te Treffer
in K (also der N-te Treffer nach dem ersten Treffer) vor dem ersten Treffer in B nur

noch mit einer Wahrscheinlichkeit < 1 — ¢ zustande kommen kann, denn

sup P, (|C] > N)<supP,(ITp>N)<1l-—¢
reK zeK

Weiter gilt mit Hinweis auf |C| > n < T I((n ) < Ty

sup P, (|C| > 2N)

zeK

_ _ (N)

= EEE / P (’C‘ > 2N’ST§<N) =y, Ty < OO) P, <ST§<N) € dy)
{lcI>N}

— sup / P, (1C] > N) P, (S0 € dy)

reK K
{lcI>N}
und damit sup,cx P, (|C] > 2N) < (1 — €)?. Induktiv folgt
sup P, (|C] > jN) < (1 — &)’ (3.3.8)

zeK

und insbesondere sup,cg Py (|C| > jN + k) < (1 — ) fiir alle 1 < k < N. Die Behaup-
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tung folgt nun vermoge

sup E;|C| = supZIP (IC] > )
zeR xe]R] —0

< (N+1) —i—NZl—s < o0.
7=0

Lokal gleichmiRige Konvergenz von (113 f(2))se(0,1) und (G3f(2))se(0,1)-
Nun zeigen wir, dass die Konvergenz von II3; f(z), bzw. G f(z) fiir s T 1 bei gegebenen
Funktionen f € &(R), bzw. f € €y(R), lokal gleichméfig im Startpunkt z ist.

Aus Lemma 3.3.2 folgern wir zuerst das gewiinschte Resultat fiir die Folge (II5 f (7)) s¢(0,1)-
Der Leser sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass auf den folgenden Seiten das Su-

premum || f||s einer beschrankten Funktion f: R — R durch || f|| abgekiirzt wird:

3.3.4 Satz
Sei f € &(R). Dann konvergiert 115 f(x) fir s T 1 fir alle v € R gegen Ilg f(x) und die

Konvergenz ist gleichmdf$ig auf kompakten Mengen.

Beweis. Die Konvergenz fiir alle x € R wurde im letzten Absatz nachgewiesen. Fiir eine
kompakte Menge K C R, eine Funktion f € €,(R) (0.B.d.A. f #0) und 0 < s < 1 gilt,
da 1 —s* >0 fiir alle £ > 0,

g f(x) — M5 f(x)] < | fIIE, [1 - s78].

Wihle zu gegebenem & > 0 geméf dem vorangegangenen Lemma N > 0 derart, dass
infoex Pp (Tg < N)>1—|fl7te/2, bzw. sup,e Pr (Ts > N) < ||f|| 7! /2 gilt. Dann
liisst sich fortfahrend ein s € (0, 1) wiihlen, so dass 1 —s* < || f||~'e/2 fiir alle s < s < 1
und 0 < k < N gilt, woraus

sup E, [1 — sTB] < sup
zeK rzeK

N
{Za — $MP, (T = k)} +P, (T > N)'

k=0

TP

IN

sup [| /11715 P (T < N) + P (T > N)| < || '

zeK
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und somit
sup [l f(z) — 1 f(2)| <e,
zeK
also die lokal gleichméfige Konvergenz von 113 folgt. O

Bemerkung. In Satz 3.3.4 geniigt als Voraussetzung an die Funktion f : R — R offenbar,
dass f auf B beschrinkt ist. Der Beweis behélt ndmlich seine Giiltigkeit, wenn wir || f]|
durch || f|g]| ersetzen. Da die Menge B beschriankt ist, ist weitergehend also bereits

hinreichend, dass f auf B stetig ist.

In Bezug auf die Konvergenz von (G% f(z)) se(0,1) notieren wir das entsprechende Re-

sultat, das wir mit dem folgenden Lemma einleiten:

3.3.5 Lemma

Sei (Sp)n>0 ein nichtarithmetischer, rekurrenter RW auf (R, B), K C R eine kompakte
Menge, f € €y(R) eine nichtnegative Funktion und v > 0 beliebig klein. Dann existiert
ein N € IN, so dass

sup [,
rzeK

Tp
Z f(Sn)] <7

n=N-+1

Beweis. Sei 0.B.d.A. der Triger von f in K enthalten. Wahle N € IN gemé&f Lemma

3.3.2, so dass nach einer der dortigen Minorisierungsbedingungen

supP, (Tp > N) <1—ce.
zeK

gilt. Wir gehen dhnlich wie im Beweis von 3.3.3 vor. Definiere analog zur dort in (3.3.7)
definierten Menge C' die Menge D durch

D:={n>0:5,€¢ K, Tg>nV (M+1)} CC.

Es gilt zunéachst

Ty Tp
B | Y f(Sn)] < e | S msn)]
n=M+1 n=M+1
< |fIEz| D
= (IfID>_ P (D] > k)
k>0
< |FIND_ P (D] > kN)
k>0
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Da die Voraussetzungen der starken Minorisierungsbedingung aus Lemma 3.3.2 erfiillt
sind, folgt aus (3.3.8) fiir alle j > 0

sup P, (|D| > jN) < sup P, (|C| > jN) < (1 —¢),
zeK zeK

denn es gilt |D| < |C| fiir jede Realisierung von (Sp)n>0. Wegen der Konvergenz der
hiertiber gebildeten Reihe gilt

IFIN Y sup o (D] > jN) < 2

j=L"C

fiir ein geniigend grofses I € IN. Andererseits gilt

IFIND  sup Py (ID] > jN) < | f| N - Lsup P, (Tp > M +1) <
j<Lz€K zeK

o2

fiir ein geniigend grofes M € IN, wobei die starke Minorisierungsbedingung aus Teil (b)

von Lemma 3.3.2 genutzt wurde. O

3.3.6 Satz

Sei (Sp)n>0 ein RW, der die Voraussetzungen aus Lemma 3.3.5 erfillt und f € €o(R).
Dann konvergiert G f(x) fir s T 1 fir alle x € R gegen Gpf(x) und die Konvergenz ist
gleichmdfig auf kompakten Mengen.

Beweis. O.B.d.A. sei f nichtnegativ und f # 0. Die punktweise Konvergenz wurde bereits
in Satz 3.3.3 gezeigt, weshalb wir gleich zum Nachweis der lokal gleichméfigen Konvergenz
schreiten. Sei ¢ > 0 und 0 # f € €y eine nichtnegative Funktion und K C R kompakt.
Nach Lemma 3.3.5 gilt

Tp
k| 3 f(Sn)]<’v,
rzeK ne=M+1

fiir ein beliebig kleines v > 0 mit v < £/2 und ein - abhéngig von 7 - gentigend groftes
M € IN. Hieraus folgt

sup |Gpf(x) — Gpf(z)] < sup E,

zeK zeK
T AM
< sup By [ Y (1—8") f(Sa)| +7
rzeK n—1
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3. Kapitel: Umformulierungen und Vorbereitungen

g
< sup | fI[E, +2
zeK

M
S (-
n=1

Wihle sp € (0,1) so groft, dass fiir alle s) < s < 1und alle 0 < k < M

1 e
1—s* < ip—
<577

gilt. O

Eine Zerlegung von U®f(z) beziiglich der Stoppzeit 1.
Zuletzt zerlegen wir mit Hilfe von T das diskontierte Erneuerungsmaf, bzw. U® f(z) fiir
Funktionen f : R — RR. Dabei erhalten wir die folgende niitzliche Identitdt, die wir
unter Nutzung der Make G und 113 elegant schreiben konnen. Sei f € §, + € R und
0<s<1,sogilt

U* f(2) = G f (&) + THU* f(2). (3.3.9)

Dies sieht man vermoge der Rechnung

Usf(x) = By |>_ s"f(Sn)
_nZl
s

= Eu | Y 8"f(Sn)| +Ea | D s f(S1p1n)
Ln=1

n>1

= Gyl + / E (S sT5 7 (Spy )| S1y =y | PE™ (dy)

n>1

— GRf@) +E, |57 B, |35 £(S)

n>1

= Gpflz) + HpU°f(x),

deren vorletzte Zeile aus der starken Markov-Eigenschaft via [4], 27.1, folgt.
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4. Beweis der Hauptsatze

4.1. Ein kurzer Vergleich mit dem arithmetischen Fall

In diesem kurzen Abschnitt wird zusammengefasst, wie in [12| beim Beweis des Rekur-
renzsatzes im Falle arithmetischer RWs vorgegangen wird. Dabei zeigen wir, dass der
Rekurrenzsatz vollig analog zu den Ausfiihrungen aus Abschnitt 3.1 umformuliert wird.
Anschliefiend fassen wir zusammen, wie die Umformulierung des Satzes im arithmeti-
schen Fall bewiesen wird und geben einen Vorblick auf Abschnitt 4.4, in dem der Beweis
des nichtarithmetischen Falls durchgefiihrt wird, und zeigen, dass sich die entscheidenden

Stellen in den Beweisen entsprechen.
Im Falle eines eindimensionalen 1-arithmetischen RWs lautet der Rekurrenzsatz:

“Bin 1-arithmetischer RW (Sp)n>0 auf (R, B) mit Zuwachsverteilung Q und zugehdri-

ger F.T. ¢ ist genau dann rekurrent, wenn

Jre (i) ==

—T

gilt.”

Sei also (Sy,)n>0 l-arithmetisch. In Analogie zum Potentialkern definieren wir die Funk-

tion a durch
(0]

al@) == > [P ({0}) - PE ({o})] (4.1.1)

n=0

und vollziehen mit dem abelschen Grenzwertsatz (% [8], S. 252 {.) die Umformung

a(z) = lim

im S 7B ((0) ~ S B <{0}>]
n=0 n=0
= lim [Us({0}) = UZ({0})].- (4.1.2)

Till Breuer - Diplomarbeit



4. Kapitel: Beweis der Hauptsétze

Hierdurch erhélt man eine schéne Interpretation des Ausdrucks: Es liegt die Differenz
zwischen den erwarteten Erneuerungen im Punkte 0 vor, wenn man einmal von z und

einmal von 0 aus startet.

Mit der Funktion a lasst sich der Rekurrenzsatz im arithmetischen Fall analog zu Satz
3.1.3 gemék [12], S. 85, zu
lim a(x) + a(—x) = oo, (4.1.3)

T—00

umformulieren, wobei der Ausdruck a(x) fiir alle z € R existiert und endlich ist (% [12],

T28.1), was wiederum in Analogie zum ersten Teil von Satz 3.1.4 steht.

Nun geben wir die in [12] fiir den arithmetischen Fall ausgefithrte Skizze des Beweises
des Rekurrenzsatzes wieder, deren Schema auch im folgenden Kapitel beim Beweis des
Rekurrenzsatzes verfolgt wird. Zunéchst sei erwihnt, dass a(x) + a(—=z) identisch mit
dem Priaokkupationsmaf von {0} an der Stelle z ist (¥ [12], P 29.4). Somit entspricht
der Ausdruck den erwarteten Anzahl von Besuchen eines Random Walks bei seinem

Startpunkt z vor dem ersten Erreichen des Ursprung und es gilt

To—1

a(x) + a(—z) = E, Z ]l{Snx}] = ZIPQC (Sp =2,Typ >n)
n=0 k=0

und es gilt Ty = inf{n > 0 : S,, = 0}. Indem wir die Reihe bei einem beliebig grofen
N € IN abbrechen, erhalten wir

N
a(z) +a(—z) > ZIP:E (Sp =2,Ty > n)

I
(1=
=
8
*
I

z) =Py (Sp =2,Typ <n)) (4.1.4)

N
= > (Po(Sn=0) =Py (S =x,Ty <n))

und somit fiir x — oo, da der zweite Term in der Summe fiir feste n gegen 0 konvergiert

N
timinfla(z) + a(~2)] > 3PS ({0})
n=0

fiir alle N € IN. Aus der Rekurrenz folgt die uneigentliche Konvergenz gegen oco: Fiir

jede Schranke kénnen wir N so grofs wihlen, dass der Ausdruck auf der rechten Seite der

48



4.2. Beweise im Spezialfall endlicher Varianz

Ungleichung (4.1.4) die Schranke beim Grenziibergang x — oo iiberschreitet.

Stones Beweis des Rekurrenzsatzes verlauft dhnlich. Dort wird gezeigt, dass sich der
Ausdruck Af(z) + Af(—=) asymptotisch wie Gpfy(z) verhédlt und damit fir groke x
dieselbe probabilistische Bedeutung besitzt, wie im arithmetischen Fall: Nehmen wir an,
dass f anndhernd mit der Indikatorfunktion 1 g einer kompakten Menge K C R {iber-
einstimmt, erhalten wir, dass Gp f,(z) = Gplk.(z) den Erwartungswert der Eintritte
in K + x bezeichnet, wenn man in z startet und die Menge B dabei festhélt, so dass
sich der Abstand des Startpunktes zu K im Gegensatz zum Abstand zur Menge B nicht
verdndert. Etwas verstdndlicher formuliert handelt es sich bei Gpl . (x), wie wir in
Lemma 4.4.5 zeigen, um die Anzahl erwarteter Eintritte des zu (Sy)n>0 gehorigen SRWs

in die Menge K vor dem ersten Eintritt in die Menge B — x:

Tz

Gpfelz) =Eo | Y f(Sn)|- (4.1.5)
n=1

Fiir £ — oo folgt die uneigentliche Konvergenz von Af(x) 4+ Af(—x) gegen oc.

4.2. Beweise im Spezialfall endlicher Varianz

In diesem Abschnitt werden wir zwei Hilfsresultate herleiten, die im Spezialfall eines
Random Walks, dessen Zuwéchse endliche Varianz besitzen, gleichzeitig Beweise der Sitze
3.1.3 und 3.1.4 bilden. Die beiden Hauptresultate sind Lemma 4.2.1 und 4.2.8.

Da wir geméf Abschnitt 2.1 nur noch die Riickrichtung des Rekurrenzsatzes
zu zeigen haben, setzen wir im Folgenden als Generalvoraussetzung voraus,
dass (Sp),>( ein rekurrenter Random Walk ist und bezeichnen stets, falls
nicht expliz_it definiert, mit Q seine Zuwachsverteilung, deren Varianz mit o2,
sowie mit ¢ die Fourier-Transformierte von @. Die Verteilung () sei aufser-
dem stets streng nichtarithmetisch, wovon wir geméaf Abschnitt 2.2 ausgehen
kénnen.

Vereinbaren wir oo~1

:= 0 und beginnen mit dem folgenden Lemma, aus dem im Falle
einer Zuwachsverteilung mit endlicher Varianz Satz 3.1.3 und damit der Rekurrenzsatz

folgt.
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4. Kapitel: Beweis der Hauptsétze

4.2.1 Lemma
Sei 0% € (0,00]. Fiir alle f € § gilt

Jim y™H i (A (y) + A (=) = 2072 T(). (4.2.1)

Beweis. Beim Beweis gehen wir analog zum Beweis im arithmetischen Fall in [12] auf S.
345 f. vor. An dieser Stelle geben wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit lediglich einen
Uberblick, der vollstindige Beweis befindet sich in Anhang B.1. Sei 0.B.d.A. J(f) = 1.
Fiir beide Aussagen konnen wir unter Hinweis auf die strenge Nichtarithmetizitdt von Q
und wegen f, g € § das Integral (3.2.2) innerhalb beliebig kleiner Grenzen [—4, §] betrach-
ten (s. auch (A.2.9)). Gleichung (4.2.1) lautet dann in fourieranalytischer Schreibweise

5 X
11/9(—t)J({)_—@c§?ytf(—t) (0) dt = 202

lim y
Yy—00 ™
-0

)

wobei wir bereits den Grenziibergang s T 1 geméf Lemma 3.1.2 vollzogen haben. Fiir den
Beweis unterscheiden wir die Fille 02 < oo und 02 = co. Der entscheidende Punkt im
Beweis ist die Untersuchung von t?/(1—(t)) fiir t — 0. Im Falle endlicher Varianz ergibt
sich der Grenzwert aus Satz A.1.5 und zwar gilt t2/(1 — ¢(t)) =9 2072, da aufgrund
der Rekurrenz des RWs das erste Moment seiner Zuwachsverteilung verschwindet. Dass
dies auch im Falle unendlicher Varianz (mit co~! = 0) gilt, sagt uns die Bemerkung im

Anschluss an Satz A.2.1.

Mit einigem technischen Aufwand gewinnen wir aus dieser Konvergenzaussage in An-
hang B.1 den Beweis. O

Wie erwdhnt folgt aus Lemma 4.2.1 bereits der folgende Spezialfall des Rekurrenzsat-

z€es:

“Fiir einen rekurrenten RW, dessen Zuwachsverteilung endliche Varianz o? besitzt, gilt

é
Jre (g

wobei § > 0 hinreichend klein sei, so dass |p(t)| < 1 fir alle 0 < [t| < 6.7
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4.2. Beweise im Spezialfall endlicher Varianz

Als néchstes zeigen wir den ersten Teil von Satz 3.1.4, die lokal gleichméfige Konver-
genz A°f(z) T Af(z) fir s T 1, unter derselben Einschrankung.

Zunachst erwahnen wir dazu ein Resultat, das uns nicht verwundern sollte, wenn wir
bedenken, dass der diskontierte Potentialkern in (3.1.3) mit Hilfe des diskontierten Er-
neuerungsmafes definiert wurde und dieses, als Operator auf reellwertige Funktionen

angewendet, Werte in R annimmt.

4.2.2 Proposition
Fir alle 0 < s <1 und f € § verschwindet der Imagindrteil von A®f(x). In fourierana-

lytischer Schreibweise gilt also

o s o (@G0T — (=) p(t)
A f(z) = o / Re ( 1= sot) > dt (4.2.2)

—00

Beweis. Betrachten wir den Ausdruck A% f(z) in seiner Form (3.1.9). Fiir alle 0 < s < 1
und xz € R ist der Integrand in O stetig fortsetzbar und das uneigentliche Integral iiber
(—00,00) existiert und ist endlich. Sei Z(z,t) := §(—t)J(f) — e f(—t). Die Behaup-
tung folgt aus der Tatsache, dass der Imaginérteil des Integranden eine ungerade, stetige
Funktion ist. Vermoge ¢(t) = ¢(—t) (s. Satz A.1.2) und der hieraus folgenden Tatsache,

dass Re ¢(t) gerade und Im ¢(t) ungerade ist, vollziehen wir die Umformung:

Im( (2, ) <t>>
1—sp(t

)
Im Z(x1) Re ({1~ 5p(1))) + Re Z(x.1) Im ((1)(1 — (1))
) (

(1= sp(t))(1 = sp(t)
Im Z(x,t) (Re p(t)(1 — sRe p(t)) — sIm p(t)Im p(~t))
(1= sp(t))(1 = sp(=1))
Re Z(z,t) (Im o(t)(1 — sRe p(t)) + sRe p(t)Im p(—t))
(1= sp(®))(1 = sp(=t))

Betrachten wir den Ausdruck am Ende der Rechnung: Die Nennerterme, sowie der Term,

der im Zahler des ersten Bruchs in der Klammer steht, sind offensichtlich gerade in ¢,
wahrend der Term, der im Zahler des zweiten Bruches in der Klammer steht, ungerade in
t ist. Die Behauptung kann der Leser nun einfach verifizieren, indem er mittels (A.1.2),
(c), nachvollzieht, dass Re Z(x,t) gerade und I'm Z(x,t) ungerade in ¢ ist. O
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4. Kapitel: Beweis der Hauptsétze

Bei der folgenden Analyse verwenden wir fiir den Zahlerterm von Af(z) in der fou-

rieranalytischen Darstellung (3.1.9) die Bezeichnung

Z(w,t) = (9(=)I(f) = " (1)) o (t).

Die erste Taylornédherung von Z(z,t) lautet

Z(z,t) = [(1+0E)JI(f) — ™ (J(f) —itK(f) + O(*))] (1 + O(t))

= [J(f)(L— ") +iK(f) te™ + O(*)] (14 O(t)) (4.2.3)
= J(HA - ") HiK(f) t e + O(t?)
= J(f)(1 = cos(xt)) +i(K(f)tcos (xt) — J(f)sin (zt)) + O(t?),

wobei fiir f und § die Ndherung aus Gleichung (3.2.1) verwendet wurde.

Bemerkung. Sei f € § gegeben. Ausfiihrlich geschrieben gilt mit Blick auf Gleichung
(4.2.2)

A f(z) = % 71-3@ <%> dt

s Ji 1 s Ji
= — Re Z(x,t) Re | ————— | dt — — Im Z(x,t
2 (z,1) (1—5@@)) 2m ( )yl—sgo(t)|

—00 —00

= - (l(@) - (@)

sIm ()

5 dt

Bevor wir die Konvergenz des Termes A®f(z), bzw. der Zerlegung I (x) — I5(x) un-

tersuchen, notieren wir ein einfaches technisches Lemma.

4.2.3 Lemma
Sei § > 0 beliebig, f : R" x R — R (n > 1) eine stetige Funktion und (hs)se(o,1) eine

Familie von Funktionen aus Li(R) mit
hs — h

fir s 11 und eine Grenzfunktion h € L1(R). Dann gilt

0 0

lim / Fa, )hs(t)dt = / Fa, Oh(b)dt

sT1
-0 -0
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4.2. Beweise im Spezialfall endlicher Varianz

fiir alle x € R™ und die Konvergenz ist gleichmdfig auf kompakten Mengen.

Beweis. Sei K C R™ kompakt. Es gilt

)

) )
/ Fa, t)ha()dt — / f, t)h(t)dt| < / (@ 0)] ha(t) — h(0)] dt
) -0

und | f| nimmt auf K x [—6, 0] aufgrund der Stetigkeit ein Maximum an, woraus die lokal

gleichméfige Konvergenz gegen 0 und damit die Behauptung folgt. O

4.2.4 Lemma
Fiir jedes § > 0 gilt

hy(t) = oy (t) = oy (t) =: h(t)
T = s(t) [=6.9] st 1 —p(t) [=8.0]8) =

Beweis. Der rein technische Beweis befindet sich zugunsten der Lesbarkeit im Anhang
(¥ Anhang B.2). O

Als letzte Vorbereitung zeigen wir, dass wir bei der Untersuchung der Endlichkeit
von limgyy A® f(z) bei der fourieranalytischen Darstellung von A® f(x) zu beliebig kleinen
Integrationsgrenzen iibergehen konnen. Dasselbe gilt auch fiir die beiden Integrale I{ und

I35, in die wir den Ausdruck in jener Darstellung zerlegt hatten.

4.2.5 Proposition
Sei f € § und § > 0. Dann konvergiert

dt

A i) = & / (@(=0)I(f) = " (=) (t)

T or 1 —sp(t)

[t|>6

gleichmdfig in x gegen

dt

Afe) = /(g(tﬂ(f)e“tf(t))so(t)

L 1= o(t)
[t|>d

und Af(x) ist fir alle x € R endlich.

Beweis. Aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt aus der strengen Nicht-

arithmetizitit von Q und aus f,§ € Li(R) vermdge (A.2.9) durch eine Standardab-
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4. Kapitel: Beweis der Hauptsétze

schatzung sofort die Existenz und Endlichkeit des Grenzwertes fiir alle x € R. Wegen
(1—s¢(t)) —s(1—(t)) = 1—s sehen wir, indem wir den Ausdruck auf einen Hauptnenner

bringen

dt

1 / 1—s  (9(=t)J(f) — e f(—)) ()

27 1 — sp(t) 1— (1)
[t|>d

A f (@) = Af (@) =

Aus der Dreiecksungleichung und |¢(t)| < ¢(0) =1 folgt fiir 0 < s <1

11— sp(t)] > 1 —slp(t)]

Gemaéh (A.2.8) gilt k := sup{|e(t)| : |t| > §} < 1 und aus der Standardabschétzung folgt

1-s / [J(Na=D]+ =0
1— sk 1—k '
[t|>d

A f(a) = Af(x)

IN

Weil f und ¢ absolut integrierbar sind folgt fiir s T 1 die gleichmé&Rige Konvergenz gegen
0. O

4.2.6 Lemma
Sei 02 < oo und f € §. Dann konvergieren die Integrale I3 (x) und I3(x) fiir s T 1 fir
alle x € R gegen einen endlichen Grenzwert und die Konvergenz ist gleichmdfig auf

kompakten Mengen.

Beweis. Sei K C R eine beliebige kompakte Menge und 0 < s < 1. Geméaf Proposition
4.2.5 diirfen wir bei den Integralen I;(z) und I3(z) 0.B.d.A. zu einem Integrationsinter-

vall [—¢, ] iibergehen, bei dem § > 0 beliebig klein gewéhlt werden darf.

Die lokal gleichméfigen Konvergenz von I§(x) fiir s T 1 kénnen wir folgern, nachdem

wir den Integranden fiir ¢ # 0 zu

Re Z(x,1) Re <1 - iw)> Rzt g, (1 _ip(ﬂ)

umgeformt haben. Einerseits erhalten wir aus der Taylorndherung (4.2.3) und der steti-
gen Fortsetzbarkeit von (1—cos (zt))/t?, dass Re Z(x,t)/t* in 0 stetig fortsetzbar ist und
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4.2. Beweise im Spezialfall endlicher Varianz

andererseits konvergiert der Term Re(t?/(1 — s¢(t))) in L1 gegen Re(t?/(1 — ¢(t))) (%
Lemma 4.2.4) und aus Lemma 4.2.3 folgt die lokal gleichméfige Konvergenz von I5(x)

gegen einen endlichen Grenzwert.

Die gewiinschte Aussage fiir I5(z) erhalten wir - wiederum mit Satz A.2.1 bei Wahl

einer passenden Konstanten C' > 0 - vermoge

ImZ(ac,t)simitp(t)2 = ImZt(x,t) s tfm¢(t)2

1= sp(t)| 11— sp(t))|
_ ImZ(zt) th Ime(t)
- 1-sp)f

fiir alle ¢t # 0. Wie man leicht aus Lemma 4.2.4 folgert, konvergiert hs in L1, wobei man
die A-Integrierbarkeit von I'm ¢(t)/t3, die in Lemma A.2.2 gezeigt wird, nutze. Hierzu
sei angemerkt, dass aufgrund der Rekurrenz und weil wegen o2 < oo insbesondere das
1. Moment von @ existiert, die Zuwéchse des RWs notwendigerweise zentriert und somit

die Voraussetzungen von Lemma A.2.2 erfiillt sind.

Aufgrund der stetigen Fortsetzbarkeit von I'm Z(x,t)/t in 0 folgt aus Lemma 4.2.3 die
lokal gleichméfige Konvergenz. O

Der erste Teil des umformulierten zweiten Hauptsatzes (Gleichung (3.1.6)) ist somit

fir den Fall endlicher Varianz bewiesen:

4.2.7 Korollar

Sei 0% < 0o und f € F. Dann existiert

Af(z) = limA®f(x)

sT1
1 T (G=0I) = e (=) o(t)
= %7 Re ( = ) dt (4.2.4)

fiir alle x € R und ist endlich. Die Konvergenz ist auf kompakten Mengen gleichmdjig.

Im folgenden Lemma legen wir die Grundlage fiir den Beweis der Aussage (3.1.7) aus

Satz 3.1.4 im Falle endlicher Varianz. Wie wir spéter in Korollar 4.5.8 sehen werden, ist
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4. Kapitel: Beweis der Hauptsétze

die folgende Aussage {iber das asymptotische mittlere Steigungsverhalten von Af eine

notwendige Bedingung fiir (3.1.7).

4.2.8 Lemma
Sei 02 < 0o und f € §. Dann gilt

lim y tAf(y) = 2o 2J(f). (4.2.5)
y—=+o0

Beweis. Wir ergéinzen den Ausdruck in (4.2.5) durch Subtraktion von y~'Af(0) und
betrachten also die Asymptotik des durchschnittlichen Wachstums von Af. Das Grenz-
verhalten wird hierdurch natiirlich nicht beeinflusst. Ohne Miihe erhalten wir fiir Af(y)—
Af(0) die Darstellung

Af(y) — Af(0) = % / Re (“ - eliyt_)i ((;)t)‘p(t)> dt. (4.2.6)

—0o0

Zuerst zeigen wir in Anhang B.3 (% Aussage 1), dass

m | AW =ANO) ) /lRe <1_eyt) dt| = 0. (4.2.7)

ly| o0 y 21y s 1—(t)

Als néchstes betrachten wir das Integral, das in (4.2.7) auf der rechten Seite der Glei-

chung steht, und lésen den Realteil auf:

1 1
1—e? [ (1 —cosyd)Re(1 — p(0)) + sinytdIm ¢(0))
_/136 <1_¢(6)>d9_/ T a0

In Anhang B.3 (¥ Aussage 2) untersuchen wir das Grenzverhalten summandenweise
und erhalten die Aussagen (B.3.4) und (B.3.5) und damit die Konvergenz des Ausdrucks
gegen +0 2, womit der zweite Teil des Lemmas, Gleichung (4.2.5), gezeigt ist. O

Bemerkung. Aus der lokal gleichméfigen Konvergenz A° f(x) — Af(z) fur s T 1 zusam-
men mit der Stetigkeit von A®f(x) folgt die Stetigkeit von Af(x).
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4.3. Konvergenz des diskontierten Potentialkerns im allgemeinen Fall

4.3. Konvergenz des diskontierten Potentialkerns im
allgemeinen Fall

Nun betrachten wir den Fall, dass Q endliche Varianz o2 besitzt, und unser erstes Teilziel

ist der Nachweis der Konvergenz von A®f(x) (s T 1) gegen einen endlichen Grenzwert.

Zunéchst wird uns dies allerdings nur in Abhéngigkeit von der Wahl der Folge gelingen
(s. Lemma 4.3.4). Spalten wir den Ausdruck A®f(z) dazu zunéchst auf, und zwar gilt:

A f(x) = D*f(x) — & (zJ (f) = K(f))

s = 5/”dt, (4.3.1)

sowie

D f(z) = Af(z) +d (xJ(f) = K(f)) (4.3.2)
= () =Uf(2) + & (2J(f) = K(f)),

wobei D® also wie A® als ein Operator auf § definiert ist. Die nach s € (0,1) para-
metrisierte Konstante ¢® = U®¢(0) stammt hierbei aus der Definition des Potentialkerns
(Definition 3.1.1). Der Term d* (zJ(f) — K(f)) in der Definition von D* sorgt dafiir, dass
der Zahlerterm eliminiert wird, der in der fourieranalytischen Schreibweise (3.1.9) von
A® f(z) in der Ordnung O(t) im Zahler auftritt, wodurch wir die stetige Fortsetzbarkeit
des dort auftretenden Integranden gewinnen. Hiermit werden wir die lokal gleichméfige

Konvergenz von D?f fiir s T 1 nachweisen.

Bemerkung. Fiir das Verstédndnis einiger der folgenden Operatorgleichungen ist es sinn-

voll, D? f(z) in der Form
D2 f(z) = A°f(x) + &° (J(f) idr(z) — K(f)1r(z)) (4.3.3)

zu schreiben, wobei idr die identische Abbildung auf R sei.

Nun untersuchen wir die Konvergenz von d* und die des Ausdrucks D®f(x) fiir f € §

und r € R.
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4.3.1 Lemma
Sei f € § und x € R. Dann existiert der Grenzwert

Df(x):= 181?11 D? f(x) (4.3.4)

und ist fir alle x € R endlich. Die Konvergenz ist gleichmdf$ig auf kompakten Mengen.

Beweis. Mit Blick auf die Darstellung (3.1.9) von A®f(z) und die Definition von d° in

(4.3.1) erhalten wir die fourieranalytische Darstellung

1

o f (9(=017(5) = e f(=1)) olt) + it (2T (£) = K (£)
277_1 1 — sp(t)
5 / J(=t)J(f) — et f (1)

2 1 —sp(t)
[t|>1

Dif(x) = dt

_l’_

p(t)dt

von D* f(z).

Untersuchen wir das Konvergenzverhalten fiir s T 1 im Hinblick darauf, ob der Limes
existiert und endlich ist und ob die Konvergenz lokal gleichméfig erfolgt. Die gleichmé-
Bige Konvergenz des Termes nach dem Pluszeichen folgt, wie in den vorausgegangenen
Beweisen, aus f,§ € Li(R), kombiniert mit (A.2.9). Mit demselben Argument kénnen
wir beim Term vor dem Pluszeichen zu beliebig kleinen Integrationsgrenzen [—d, d] tiber-
gehen.

Wegen f(—t) = J(f) — itK(f) + Ot?) und g(—t) = 1 + O(t?) gilt fiir ¢ # 0

I (f) = e f(=t) +it (2 (f) = K(f))

1 —sp(1)
~J(f) (X —coswt) +iJ(f) (xt — sinxt) + it K(f) (e —1) + O(t?)
a 1—sp(t)
_ 1—cosat t*J(f) xt —sinat it2J(f) e — 1 it?K(f) O(t?)
N 12 1 — sp(t) * 2 1 — s¢(t) t 1—sp(t) 1-—sp(t)

Bei der Untersuchung des Konvergenzverhaltens von D?f(x) haben wir es also mit In-
tegralen iiber diese vier Summanden zu tun. Der letzte Summand interessiert uns dabei
nicht, denn geméfs Satz A.2.1 gilt

Z%dt §/‘%‘dt§2c}5
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fiir eine geeignete Konstante C' > 0. Da wir § beliebig klein wéhlen diirfen, brauchen wir

dieses Integral bei der Grenzwertbetrachtung also nicht mehr zu beriicksichtigen.

Die lokal gleichméfige Konvergenz der Integrale tiber die ersten drei Summanden folgt
aus Lemma 4.2.3 und Lemma 4.2.4, da diese (nach Multiplikation mit ]1[,5,5]) samtlich
aus einer Li-Funktionenfolge, die in Lq konvergiert, und einer stetig fortsetzbaren Funk-
tion R?> — R zusammengesetzt sind. Ein Beispiel fiir die explizite Durchfiihrung des

Beweises findet man im Beweis der Konvergenz von I (z) in Lemma 4.2.6 vor. O

Bemerkung. Da D? f(z), wie man bei Betrachtung seiner Definition in Gleichung (4.3.2)
und unter Beriicksichtigung der Stetigkeit von A® f(z) unmittelbar einsieht, stetig ist und
in z lokal gleichméRig gegen D f(x) konvergiert, folgt sogleich die Stetigkeit von D f(x)

in z.

Die Untersuchung der Konvergenz von d° fiir s T 1 gegen einen endlichen Grenzwert

wird uns etwas mehr Miihe bereiten. Definieren wir
Ly(z) =c* (1 -T51p((2) = (1 - E,s"7) . (4.3.5)
Da ¢® = U®g(0) > 0 aus g € " folgt, sieht man unmittelbar, dass L (z) nichtnegativ

ist.

Bemerkung. Mit Hilfe von L% (z) erhalten wir die Identitét
A f(x) - A f(2) = =G f(x) + Lp(2)J (f) (4.3.6)

Beweis. Ersetzen wir den Ausdruck A°f(z) jeweils durch seine Definition aus 3.1.1, so
kénnen wir den Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung mittels der Zerlegung in
Gleichung (3.3.9) zu

A f(x) — HpA® f ()

= J(f) = (Gpf(2) + TU° f(x)) — W™ (F)Ir(x) + TEU° f(2)
= ()1~ Eys™®) — Gy f(2)

= J(NLp(x) - Gpf(x)

umformen. O
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Die soeben hergeleitete Identitét nutzen wir, um aus unserem in Lemma 4.3.1 gewonne-

nen Wissen iiber das Konvergenzverhalten von D?f(x) das folgende Lemma abzuleiten:

4.3.2 Lemma

Sei x € R. Dann existiert der Grenzwert des Terms
lim (L (x) + d° (z — E, [s757,])) (4.3.7)
S

und ist endlich. Die Konvergenz ist gleichmdfig auf Kompakta.

Beweis. Sei f € § beliebig. Wir benutzen Gleichung (4.3.6) fiir die Umformung

D*f(x) — D f(z) = A*f(x) — A" f(2) (4.3.8)
+d5(:vJ(f) K(f)) - Id® (2J(f) = K())

)+ Lip(2)I(f)

+d8< J(f) = K(f)) = Iyd® (J(f)idw () — K(f)1r(x))

— —Gyf(a) + <>(LSB<>+xds B, 572 S7,])

(f)ds(lEstB 1).

= (x

Am Ende dieser Umformung taucht der Term auf, dessen lokal gleichméfige Konvergenz
wir nachweisen wollen. In Abschnitt 3.3, bzw. sogerade in Lemma 4.3.1, wurde die Exis-
tenz und Endlichkeit der Grenzwerte von II% f(x) und G4 f(x), bzw. D*f(x) fiir s T 1
und alle x € R festgestellt und nachgewiesen, dass die Konvergenz jeweils gleichméafig
auf Kompakta ist. Da aus der Stetigkeit von D f(x) mittels Satz 3.3.4 und der darauf
folgenden Bemerkung offenbar auch die lokal gleichméfige Konvergenz von I3 D f(x)

folgt, konnen wir schliefen, dass der Grenzwert des Termes
J(f) (Ls(z) + zd® — d°E, [s"B S1,]) + K(f)d*(Eps™® — 1),

fiir alle f € § existiert und endlich ist und dass die Konvergenz gleichméfig auf Kompakta
ist. Wahlen wir f mit J(f) > 0 und K(f) = 0 verschwindet der letzte Summand und
die Behauptung ist bewiesen. O
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Aus diesem Lemma folgern wir

4.3.3 Lemma
Es gilt
lim sup |d°*| < oo.
571

Beweis. Da. B nach Voraussetzung kompakt und B insbesondere beschrinkt ist, ist
|Ex [STB STB” gleichméfig fiir alle 0 < s < 1 und * € R durch die endliche Kon-
stante M := sup{|z|] : z € B} beschrankt. Gehen wir nun von der Gegenannahme
limsup|d®| = £oo fiir s T 1 aus. Da Lj(x) fiir alle s € (0,1) nichtnegativ ist (*¥° Defi-
nition in (4.3.5)), erhalten wir einen Widerspruch zu Lemma 4.3.2, indem wir x > M,
bzw. x < —M wéhlen. O

Nach dem Satz von Bolzano Weierstraft konnen wir eine Teilfolge (sy,)nen mit s, T 1

flir n — oo wiahlen, fiir die der Grenzwert

lim d°» =:d (4.3.9)

n—oo

existiert und endlich ist. Zwar besteht moglicherweise eine Abhéngigkeit von der speziel-
len Wahl der Teilfolge (s, )nenN, zumindest erhalten wir aber bereits wie versprochen als

Folgerung:

4.3.4 Lemma
Fir f € §, x € R und eine durch (4.3.9) festgelegte Folge (sp)nen existiert der Grenzwert

A(z) == lim A f(x) (4.3.10)

n—oo
und ist endlich. Die Konvergenz ist gleichmdfig auf kompakten Mengen.

4.3.5 Korollar
Aus der Stetigkeit von A®" f(z) fir alle n € N und der lokal gleichmdfigen Konvergenz

fiir n — oo folgt, dass lim, . A®" f(x) stetig in x ist.

Ebenso erhalten wir durch Kombination der Lemmata 4.3.2 und 4.3.3 fiir die Teilfolge
(sn)new und alle € R auch die lokal gleichméfige Konvergenz von L}} (x) gegen einen

endlichen (nichtnegativen) Grenzwert, den wir Lp(z) nennen.

Bemerkung. In der Identitdt (4.3.6) konnen wir, bei Wahl der Teilfolge (sp)nen, den

Grenziibergang n — oo vollziehen: In (3.3.5) und (3.3.6) hatten wir die schwache Kon-
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vergenz von (II3(,°))sec(0,1), bzw. die vage Konvergenz von (G%(w,+))se(o,) fiir s T 1
nachgewiesen. Zusammen mit den soeben nachgewiesenen Tatsachen iiber das Grenz-
verhalten von A" f(x) und L3 () erhalten wir, dass wir in (4.3.6) den Grenziibergang

vollziehen konnen und die Identitat

Af(2) ~TAf(z) = ~Gpf(z) + Lp(@)J(f). (4.3.11)

erhalten.

In Lemma 4.3.4 haben wir den ersten Teil von Satz 3.1.4 nachgewiesen, ohne dabei

2 < oo vorauszusetzen! Allerdings bleibt zunichst als

zusatzlich wie in Lemma 4.2.8 o
Wermutstropfen die Abhéngigkeit von der Folge (s,)nenw bestehen, die wir erst zum
Schluss des Kapitels auflosen werden. Zuvor werden wir aber den Beweis der Sétze 3.1.3

und Satz 3.1.4 unter diesem Vorbehalt abschlieflen.
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4.4. Beweis des Rekurrenzsatzes unter einem Vorbehalt

Nun beweisen wir Satz 3.1.3 und damit insbesondere den Rekurrenzsatz. Dabei gelten

alle Aussagen wie angekiindigt unter dem folgenden Vorbehalt:

Wann auch immer vom Grenziibergang A®f(x) fiir s T 1 die Rede ist, wird
dabei die Wahl einer speziellen Teilfolge (s, )nen geméf Abschnitt 4.3 voraus-
gesetzt. Fiir diese Folge gilt Lemma 4.3.4, also die lokal gleichméfige Kon-
vergenz von A" f(z) fiir n — oo gegen einen endlichen Grenzwert Af(x).

Sprechen wir von Af(x), so ist stets dieser Grenzwert gemeint.

Wir untersuchen zunéchst, wie sich die Zuwéchse von Af(z) verhalten, wenn man den
Startwert x verschiebt, wobei wir A f als Funktion R — R auffassen. Das langfristige Ziel
ist der Beweis des zweiten Teil von Satz 3.1.4, also der Aussage iiber das asymptotische
Steigungsverhalten von Af. Den Beweis von Satz 3.1.3 erhalten wir zum Ende dieses
Abschnitts auf dem Weg dorthin.

4.4.1 Lemma
Sei f € § und K eine kompakte Teilmenge von R. Dann existiert eine endliche Konstante
M, so dass

Af(y+ ) — Af(y)| < M (4.4.1)

fiir alley e R und x € K.

Fiir den Beweis benétigen wir die folgende Identitét, fir die wir U® f(z) derart zer-
legen, dass wir eine Eintrittskomponente in den kompakten Triger von f, sowie eine

Komponente, die beim Eintrittspunkt startet, erhalten:

4.4.2 Lemma
Ist C C R kompakt mit nichtleerem Inneren und ist f € § mit einem in C enthaltenen

Triger, so gilt fiir allex € R und 0 < s <1

Usf(z) =B, [s70(f(Sr.) + USf(Sr))] s (4.4.2)
wobei Te = inf{n > 0: S, € C} die Ersteintrittszeit in C sei.

Beweis. Es gilt mit §, := o(So, ..., Spn)

Uf(z) =By | Y s"F(Sn)

n>1
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=E, Z s" f(Sn)
_nZTC

=B, 7 f(Sre) + ) s (Ste4n)

n>1

und weiter

I, |:Z STC+nf(STc+n):|

n>1

=Y / E| > s f(Sryn) | Sz | dPs

K21 n>1

=Y [ FEa | Ss) |

B2 n>1

=E, STCESTC Z s"f(Sn)| |,

n>1

wobei in der dritten Zeile die starke Markov-Eigenschaft genutzt wurde. O

Bewets von Lemma 4.4.1. Fir alle z,y € R gilt
Afly) = Afy+2) =Ufly+2) =Ufy) = U f=(y) —=U°f(y) (4.4.3)

Sei C' eine weitere nichtleere kompakte Teilmenge von R, die aufserdem sowohl den Trager
von f, als auch fiir jedes x € K den Trager von f_, enthalte, d.h. es gelte f(y) = 0 fiir
alle y ¢ C, sowie f_5(y) = f(y+x) =0 fur alle x € K und y ¢ C. Nun erfiillt C' die
Voraussetzungen der Identitét (4.4.2) sowohl fiir den Ausdruck U® f(y), als auch fiir alle
Usf(y+z) (x € K). Wir kénnen also fiir beliebige € K den Term aus Gleichung (4.4.3)

weiter umformen:

Uf-u(y) = U f(y)
= Ey [STC (f*x(STc) - f(STc))] + Ey [STC (Usffw(STc) - Usf(STC))}
=By [s" (f(x + S1.) — f(S10))] + By [s7¢ (A°f(S1e) — A°f (2 + S1.))]

64



4.4. Beweis des Rekurrenzsatzes unter einem Vorbehalt

Wir nutzen also in der zweiten Zeile die Tatsache aus, dass f einen kompakten Trager C'
besitzt, und verlagern die Startpunkte y, bzw. y 4+ x fiir U®f in Gleichung (4.4.1) in die
Menge C.

Nun koénnen wir leicht die gleichméfige Beschranktheit des Ausdrucks folgern: Sowohl
E, [A°f(S7,)] als auch E, [A°f(x+ S7,)] sind fir 0 < s < 1,z € K und y € R
betragsméfig durch sup{|A°f(z)| : z € K + C} beschriankt. Da A®f lokal gleichméfig
gegen die (stetige) Grenzfunktion Af konvergiert sind die Grenzwerte beider Terme fiir

s T 1 beschréankt. Folglich konvergiert die Differenz

E, [A*f(S1c) = A°f(2 + S1c)]

gleichméfig fiir alle x € K und y € R und der Grenzwert ist beschrénkt. Dass selbiges

auch fiir den ersten Term aus Gleichung (4.4.1), ndmlich fiir

E, [s7¢ (f(z + St,) — f(S1.))]

gilt, ist klar, da f beschrankt ist. Dies schliefst den Beweis von Lemma 4.4.1 ab. O

Mit Hilfe des Mafes IIp(x, -), das wir im folgenden Lemma als Funktional verwenden,
formulieren wir die Aussage aus Lemma 4.4.1 iiber die Beschrianktheit Steigungen von

Af geringfiigig um. In der Rolle des Kompaktums K tritt nun B auf:

4.4.3 Lemma
Sei f € §. Dann st
HBAfy(m) - Afy(o)

gleichmdfig beschrinkt fiir alle z,y € R

Beweis. In ausgeschriebener Form gilt

HpAfy(z) = Af(0) = /(Afy(Z) — Afy(0)) 1 (x, dz)
= By [Af(S1s —y) — Afy(0)].

Da B nach Generalvoraussetzung kompakt ist und Iz (z, B°) = 0ist, sind mit K = B die
Voraussetzungen von Lemma 4.4.1 erfiillt und wir erhalten die gleichmé&fige Beschrankt-

heit des Ausdrucks in x und y. O
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Das folgende Lemma sagt uns, dass fiir Funktionen f € ' und eine Konstante M
Af(z+y) < M+ Af(x)+ Af(y) und somit eine gewisse Subadditivitétseigenschaft gilt.

Zuvor notieren wir, dass fiir alle y € R

J(fy) = J(f), sowie K(f,) = K(f) +yJ(f) (4.4.4)

gilt wobei man fiir letztere Umformung in der Definition von K (s. Gleichung (3.1.2)) =

durch z + y substituiere.

4.4.4 Lemma
Sei f € §T. Dann ist Af(x+vy) — Af(z) — Af(y) fiir alle x,y € R gleichmdfSig von oben

beschrankt.

Beweis. Da J(f) = J(f,) fir alle y € R gilt, folgt mit (4.3.11) fiir f € Fund z,y € R

Af(z+y) —Af(x) —Af(y) = Afy(x) —Af(z) — Af—y(0)
= —Gpfy(®)+ Lp(x)J(f~y) + UpAfy(z)
— (=Gpf(z)+ Lp(x)J(f) + pAf(z))
—Af—y(0)
= (HpAfy(z) — Af(0)) (4.4.5)
—lpAf(xz) — Gpf-y(x) + Gpf(x)

Lemma 4.4.3 besagte, dass der Term (IIpAf_y(x) — Af—,(0)) in = und y gleichméfig
beschriankt ist. Da B relativ kompakt ist und Af auf kompakten Mengen beschrankt ist
(s. Lemma 4.3.4 und 4.4.1), ist weiterhin IIg A f(z) fiir alle z € R beschriankt. Schlieflich
ist auch der Term G g f(x) nach Satz 3.3.3 gleichméfig beschriankt. Zu guter Letzt stellen
wir fest, dass auch —Gpf_y(z) in = und y gleichméfig von oben beschrénkt ist, da
Gpf_y(x) >0 fir alle f € Ft gilt. O

Im folgenden Lemma betrachten wir den Ausdruck Gp fy(y) fiir groke y. Wir wieder-
holen kurz die Anschauung aus Abschnitt 4.1: Stellen wir uns der Einfachheit halber vor,
dass f = 1k, wobei K C R kompakt sei, so bezeichnet Gpf,(y) die erwartete Anzahl
der Eintritte des RWs in K + y vor dem ersten Treffer in B, wenn man in y startet. Das

folgende Lemma sagt und, dass G fy(y) fiir |y| — oo unendlich grof wird.
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4.4.5 Lemma
Fir f € % mit J(f) >0, gilt

lim Gpfy(y) = o0 (4.4.6)

ly|—o0

Beweis.

T
Gefyly) = Ey ny(sn)]
Ln=1
_TB TB—y
= By D> f(Sa—u)| =B | > f(Sn) (4.4.7)

Ln=1 n=1

Nun gilt
lim Tp_y =00 (4.4.8)

ly|—o00

P-f.s. und aufgrund der Rekurrenz gilt fiir Funktionen f € F* mit J(f) > 0 (bzw. f # 0),

dass weiter

oo
> £(Sn) = o0 (4.4.9)
n=1

mit Wahrscheinlichkeit 1, woraus die Behauptung folgt. O

Nun folgt das Hauptresultat dieses Abschnitts, der Beweis von Satz 3.1.3, der unter
dem zu Beginn des Abschnitts genannten Vorbehalt erfolgt:

Beweis von Satz 3.1.3. Sei f € §1 beliebig mit J(f) > 0 und Af(z) = lim,,—~, A" f(x)
fiir alle x € R mit der in diesem Abschnitt fest gewéhlten, gegen 1 konvergenten Fol-
ge (Sp)nen. Setze z := —y in Lemma 4.4.4. Dann ist also Af(0) — (Af(y) + Af(—y))
gleichméfig von oben beschrénkt. Betrachte nun die Gleichung (4.4.5). Der einzige nicht
beschrankte Ausdruck auf der rechten Seite ist Gpf_,(—y), so dass (Af(y) + Af(—y))

geméak dem vorangegangenen Lemma uneigentlich gegen co konvergiert. O
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4.5. Beweis des zweiten Hauptsatzes

In diesem Abschnitt beweisen wir Satz 3.1.4 und damit den zweiten Hauptsatz. Dazu
sind noch zwei Dinge zu tun: Erstens beweisen wir die Aussage (3.1.7) tiber das Grenz-
wertverhalten der Steigungen Af(z+y)— Af(y) und zweitens weisen wir nach, dass der

Grenzwert s T 1 des diskontierten Potentialkerns unabhéngig von der Wahl der Folge ist.

Zunéchst gehen wir aber wie im vorhergegangenen Abschnitt bei Grenzwertbetrach-
tungen s T 1 von einer speziellen Teilfolge (s, )nen aus, die fiir n — oo gegen 1 konvergiert
und fiir die der diskontierte Potentialkern geméf Abschnitt 4.3 lokal gleichméfig kon-
vergiert. Dementsprechend bezeichne fiir beliebiges © € R weiter Af(z) den Grenzwert
lim,, o0 A% f(2).

Beweis von Satz 3.1.4.
Wir werden die Fille 02 < 0o und 62 = oo unterscheiden. Im Fall unendlicher Varianz
beschrinken wir uns auf Funktionen aus § und profitieren von folgender Beschrin-

kungseigenschaft:

4.5.1 Lemma
Fir alle f € §* ist Af(x) nach unten beschrinkt.

Beweis. Sei K eine kompakte Menge mit nichtleerem Inneren, die den Tréger von f ent-
halte. Nach Lemma 4.3.4 konvergiert der stetige Ausdruck A®" f(z) fir n — oo gleich-

méhkig auf kompakten Mengen. Somit existiert eine Konstante M > 0, fiir die
M < A% (a) — A (0) = U (0) — U f(0)

fiir alle n > 1 und x € K. Sei aukerdem 0.B.d.A. M > || f||co. Fiir beliebige Startpunkte
x € R ersetzen wir U®" f(z) mit Hilfe der Identitdt aus Lemma 4.4.2 und legen beim
Ersteintritt in K einen Zwischenstopp ein. Dadurch erreichen wir ein weiteres Mal, dass
den Startwert von U f in eine kompakten Menge K verlagern, weshalb wir die Schranke

M ins Spiel bringen kénnen. Es gilt

U f(0) = U f(z) = U f(0) — By [s<U* f(S1y)] — Ba [s)% f(Sty)]
> By [s,5 (U f(0) = U™ f(S1.))] = M > —2M

fiir alle n € IN, wobei wir fiir beide Ungleichungen jeweils eine der beiden oben genannten
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Beschrankungeigenschaften von M genutzt haben. Fiir den Grenzwert n — oo gilt also
Af(x) ~ Af(0) = ~2M

fir alle x € R, wodurch das Lemma bewiesen ist. O

Mit Hilfe dieses Lemmas weiten wir den zweiten Teil der Aussage aus Lemma 4.2.8
iiber das Grenzwertverhalten der mittleren Steigungen Af(y)/y fiir Funktionen f €

auf den Fall 02 = 0o aus.

4.5.2 Lemma
Sei 02 = 0o und f € . Dann folgt

lim y 'Af(y) = 0. (4.5.1)

ly|—o0

Beweis. Nach Lemma 4.3.4 existiert

Af(y) + Af(—y) = lim (A™ f(y) + A f(=y)) (4.5.2)

fiir alle y € R und ist endlich. Geméf Lemma 4.2.1 gilt

lim 3~ (Af(y) + Af(—y)) = 0. (4.5.3)

Yy—oo

In Lemma 4.5.1 erhielten wir auferdem soeben, dass Af(y) fiir f € F' nach unten

gleichméfig in y beschrankt ist, womit

lim y 'Af(y) =0 (4.5.4)

ly|—o0

aus liminf}, . Af(y)/y > 0 folgt. O

Nun wollen wir Aussage (3.1.7) aus Satz 3.1.4, also das Grenzverhalten der Zuwéchse

Ay (y) == Af(y) — Af(y — ). (4.5.5)

fiir y — +oo fiir beliebige x € R untersuchen. Wir wissen mit Lemma 4.2.8 und dem

gerade notierten Lemma 4.5.2 bereits, wie sich das Verhélltnis Af(y)/y asymptotisch
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entwickelt. Hieraus kann man mittels

Af(z+y)  Af(y)

S (Af(+y) —AfW) = lp (@ty) === —y—
A
= =z lim 1)
Yy—00 y

scheinbar sofort (3.1.7) folgern. Natiirlich ist der letzte Schritt so aber nicht zuldssig: Auch
wenn Af(z+y)/(x+vy) — Af(y)/y < e fir ein € > 0 gilt, wird nach Multiplikation mit
y die Fehlerschranke ¢ wieder vergrofert. Weifs man allerdings, dass limy .+ Af(2 +
y) — Af(x) existiert und endlich ist, so folgert man leicht die Ubereinstimmung mit
zlimy 400 Af(y)/y (¥ Korollar 4.5.8).

Im Falle unendlicher Varianz bereitet die Untersuchung der Zuwéchse von Af einigen
Aufwand. Zunéchst untersuchen wir das asymptotische Verhalten von Differenzen der
Form A, (y+z) — Ag(y), also die Differenzen (Af(z+y)—Af(y)) — (Af(y) —Af(y—=x))
aus Zuwéchsen von Af. Durch Bildung einer Teleskopsumme ldsst sich mit diesen die
Asymptotik der Zuwéchse und damit das mittlere Steigungsverhalten von Af studieren,
was wir aber erst im Beweis von Lemma 4.5.4 tun werden.

Zuvor notieren wir das folgende Lemma, in dessen fourieranalytischen Nachweis wir

keine Annahmen iiber die Varianz von () und die Funktionen f € § treffen miissen:

4.5.3 Lemma
Sei f € §.

a) Firz,y € R existiert der Grenzwert
Ap(y +2x) — Ap(y + 2) = lim (A°f(y +2z) —2A°f(y + o) + A°f(y)) (4.5.6)

und ist endlich. Die Konvergenz ist fir (z,y) € K x R gleichmdfig, wobei K C R

eine beliebige kompakte Menge sei.

b) Es gilt
lllim AL (y +23) — Ay(y + )| (4.5.7)
yl—oo
= ‘ 1|im h%l (A°fly+2z) —2A°f(y+ )+ A°f(y)) =0,
Y|— 00 S

bzw. limypy oo [Az(y +x) — Ag(y)| fiir alle x € R und die Konvergenz ist in x
gleichmapig auf kompakten Mengen.
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Beweis. (a) Zunéchst rechnen wir mit Hilfe von (3.2.3)

A’ f(y+2x) = 2A4°f(y + ) + A f(y)
= (A°f(y+2z2) - A°f(y + ) — (A°f(y +2) — A°f(y))

s Ooei(y+x)( _ zxt)f‘( )

= | T p(t)dt
s ? eiyt( _ zzt) ( )
a %7 1 — s¢(t) p(t)dt
s 7 ez‘yt( _ m)2f( )
= _%_ s ©(t)dt.

Vermoge der Umformung

ixt —ixt
e t+e ;
> = 26" cos xt

it 1= zzt
(") + >

& (1- em)Q = ("2 £ 1 — 2e™ = 2" (cosat — 1)
erhalten wir

A f(y +2z) —2A°f(y +2) + A f(y)

s [ eteint(1— cosat) f(—1)p(t)
=~ / Ty dt. (4.5.8)

— 00

Untersuchen wir zuerst fiir x,y € R das Grenzwertverhalten des Ausdrucks fiir s T 1.
Mit der gewohnten Argumentation konnen wir dabei 0.B.d.A. von Integrationsgrenzen
[—9, d] fur ein beliebig kleines § > 0 iibergehen.

Der Betrag des Integranden in Gleichung (4.5.8) wird durch den 0 stetig fortsetzbaren
Ausdruck C |1 — cos zt| /t? majorisiert (hierbei ist C' > 0, s. einmal mehr Satz A.2.1).

Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt hieraus, dass das Integral fiir s T 1

gegen

T eivteint(1 — cos at) f(—t)p(t)
/ o dt. (4.5.9)

N |

—0o
konvergiert und dass letzteres Integral existiert und endlich ist.

Die lokale Gleichméfigkeit der Konvergenz folgt nach Unterteilung der Integrations-
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grenzen fiir das Integral iiber [—d, 0] aus Lemma 4.2.3 und fiir das Integral tiber [, 6]¢

analog zu Proposition 4.2.5.

(b) Dass der Ausdruck in Gleichung (4.5.7) fiir alle z € R und |y| — oo gegen 0 kon-
vergiert, folgt aus dem Riemann-Lebesgue-Lemma, was man leicht nachvollzieht, wenn
man den Integrand in der Gestalt

eWlelt(1 — cos xt)f( te(t) _ vt et(1 — cosa:t)f( t)e(t)

1—o(t) o(t)

schreibt, denn der auf der rechten Seite befindliche Bruch ist fiir feste x € R in t = 0

(4.5.10)

stetig fortsetzbar und aufgrund der absoluten Integrierbarkeit von f und der strengen

Nichtarithmetizitdt von @ A-integrierbar.

Bei der Untersuchung der lokal gleichméfigen Konvergenz in x kénnen wir, da wir in
Teil (a) die lokal gleichméfige Konvergenz fiir s T 1 nachgewiesen haben, davon ausgehen,
dass der Grenziibergang s T 1 bereits vollzogen wurde. Sei € > 0 und ein Kompaktum
K C R gegeben. Wir zerlegen den Integrationsbereich der Integrals in Gleichung (4.5.9)

und wéhlen ein a > 0 derart, dass

evet(1 — cosat) f(~t)pt)

o) (4.5.11)

€

< —

-2
[t[>a}

fir alle z,y € R gilt. Betrachten wir nun das Integral iiber [—a, a] und seine Variation in

x. Sei z € K und ein yg € R gegeben, so dass fiir alle y > yo

i eVe™ (1 — cos (xt))f(—t)go(t) €
{ T ) =1
Fiir alle y € R und z € K gilt
r e (1 — cos (it))f(—t)gp(t)
/ T dt (4.5.12)

a

< /a et f(—t) (1)t ( et (1 —cos (zt))  €™(1 — cos (xt))) £

1— o(t) 2 12

a
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e (1 —cos (Zt))  €™(1 — cos (at))

t2 t2

f(=t)t?
1L — (1)

€
dt + —.
+4

y

—a

Der Ausdruck \f(—t)tz/(l—gp(t))
eine Konstante M > 0 beschrinkt. Da e (1 — cos (zt))/t? — nach stetiger Fortsetzung
in (x,0) € K x {0} durch 22/2 — fiir (x,t) € K x [—a, a] gleichmfig stetig ist, existiert
ein § > 0, so dass fiir alle (x,t) € K x [—a,a] und alle (Z,t) € Bs(x) x Bs(t)

ist (nach stetiger Fortsetzung in 0) fiir t € [—a, a] durch

e (1 — cos (#1)) et (1 — cos (at))

€
2 - 2 ‘ < 2(M - 2q)
und damit insbesondere
et (1 — cos (7)) B et (1 — cos (xt)) - €
t2 t2 4(M - 2a)
fiir alle © € Bs(x) gilt. Nach Ungleichung (4.5.12) folgt hieraus
Y iyt 1Tt 1— 7t A_t t
/ Ve (L —cos ) f(=)elt) | € (4.5.13)
1—p(t) 2

a

fiir alle y > yo. Wihle nun eine Uberdeckung Up—q Bs(xg) von K und yi,...,yn € R, so
dass fiir alle 1 < i <n, & € Bs(x;) und y > y; die Ungleichung (4.5.13) gilt. Dann gilt
die Ungleichung fiir alle y > max{y; : 1 < i < n} und alle x € K. In Kombination mit

(4.5.11) ist somit die lokal gleichméfige Konvergenz bewiesen. O

Nun koénnen wir fiir f € §© den zweiten Teil von Satz 3.1.4 folgern und beweisen als
erstes, dass wir die Steigungen von Af fiir genligend grofses y in der angesprochenen

Weise mit dem Verhéltnis Af(y)/y identifizieren kénnen:

4.5.4 Lemma
Sei f € F und x € R, so gilt

lim (Af(z+y)— Af(y) == tm L)

(4.5.14)
y—+oo y—+oo Y

und die Konvergenz ist gleichmdfig auf kompakten Mengen K C R mit 0 ¢ K.
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Beweis. Sei my = limy 400 Af(y)/y, K C R kompakt und € > 0 beliebig. O.B.d.A. sei

der Trivialfall x = 0 ausgeschlossen. In Lemma 4.4.4 hatten wir gezeigt, dass
Af(z+y) - Af(x) - Af(y) < C (4.5.15)

fiir alle z, ¥y € R und eine Konstante C' > 0. Setzen wir nx fiir x ein, wobei n € IN beliebig

sei, so erhalten wir weiter
Af(nz +y) — Af(nz) — Af(y) < C

fir alle z,y € R. Schreibe den Term Af(nx + y) — Af(y) auf der linken Seite der
Ungleichung nun mittels (4.5.5) als Teleskopsumme:

(Ax(y +x)+ .+ Ay + nx)) —Af(nx) <C
Die Teleskopsumme formen wir weiter um zu
Ag(y +nz) — Ay(y + (n — 1))

2[Ax(y + (n—1)z) = Au(y + (n — 2)z)]

(n—1)[Az(y + 22) — Ay(y + )]

+ o+ 4+

Aus (4.5.7) folgt, dass die Ausdriicke - mit Ausnahme des Terms in der letzten Zeile -
zeilenweise fiir |y| — oo verschwinden und dass die Konvergenz lokal gleichméfig ist. Um
dies einzusehen schreibe man den Term in der ersten Zeile als Ay (y + (n — 2)x + 2x) —
Ay (y + (n —2)z 4+ x) und verfahre in den anderen Zeilen entsprechend Abhéngig von K

und n existiert also ein yg, so dass fiir alle z € K und |y| > yo
nA(y 4+ z) — Af(nx) < C, (4.5.16)
mit C' = C' +~ (7 > 0 beliebig), bzw.

limsupnAgz(y+z) — Af(nz) < C (4.5.17)

ly|—o0
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gilt. Schreibe diese Ungleichung in der Form

Af(nz)

limsup Ay (y + ) —
nx

ly|—o0

<= (4.5.18)

s1Q

Wihlen wir n € IN geniigend grof, so dass C'/n < /2, und |Af(nx)/nx —my| < /2
(z > 0), baw.|Af(nz)/nx — m_| < e/2 (x < 0), folgt weiter

limsup Ay (y +x) —xmg < e. (4.5.19)
y—=+oo
Falls 0 ¢ K erhalten wir auch die lokale Gleichméafigkeit der Konvergenz: Wéhle dann n
so grok, dass einerseits C'/n < /2 und andererseits |nz| > y; fiir alle x € K, wobei y; > 0
derart sei, dass |Af(y)/y — my| <e/2M fir alle y > y1, bzw. |[Af(y)/y —m_| < e/2M

fir alle y < —y; mit M := max,cx |z| gelte. Dann gilt also

A
limsup Ay (y + x) —amy < ¢ + |z| |my — Af(nz) (4.5.20)
ly|—o0 n z
fir alle x € K. Per Definition von Az (y + ) in (4.5.5) folgt aus (4.5.19)
limsup (Af(y +z) — Af(y)) < ams (4.5.21)

y—=+o0

und dass diese Schranke fiir den Limes Superior gleichméfig fiir x € K unterschritten

wird, falls 0 ¢ K. Indem man in (4.5.21) —x statt = einsetzt, erhélt man auferdem

ligigf (Af(y — =) — Af(y)) = lirgigop (Af(y) — Af(y + ) < —amy,

und somit

lim inf (Af(y + ) = Af(9)) = ams.

wobei die Schranke ebenfalls gleichméfig fir z € K (0 # K) ist (bei obigem Beweis gehe
man von K zum Kompaktum —K iiber). Beide Ungleichungen zusammen implizieren
(4.5.14) und damit die Behauptung. O

Hieraus und aus Lemma 4.4.4 folgt sofort die Behauptung aus Satz 3.1.4 im Falle

unendlicher Varianz:
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4.5.5 Korollar
Sei 02 = 0o und f € F*, so gilt

lim (Af(z+y)— Af(y)) =0 (4.5.22)

|y|—o0
und die Konvergenz ist auf kompakten Mengen gleichmdfig.

Beweis. Nach dem vorangegangenen Satz und Lemma 4.5.2 bleibt nur noch zu zeigen,
dass die Konvergenz auf beliebigen kompakten Mengen gleichméfig erfolgt. Sei K C R
kompakt. Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass der Ausdruck Af(nz)/n aus Ungleichung
(4.5.18) fiir z € K und n — oo gleichméfig gegen 0 konvergiert. Der Rest des Beweises
verlduft wie beim Beweis von Lemma 4.5.4.

Sei € > 0 beliebig. Wéhle yo > 0 derart, dass Af(y)/y < e fir alle |y| > yo und
definiere m := maxycg ] |Af(y)], sowie M := max,ef |r|. Wihle dann N € IN, so dass

(mV M)/N < e. Dann gilt
Af(nx)

n

firallen> N und x € K O

<€

Nun werden wir die Aussage aus Lemma 4.5.4 im Falle endlicher Varianz verallgemei-
nern, indem wir auch fiir diesen Fall die lokale Gleichméfigkeit der Konvergenz nachwei-

sen. Auflerdem zeigen wir, dass die Konvergenzaussage auch fiir beliebige f € § gilt.

4.5.6 Lemma

Sei 02 < oo und f € §. Dann existiert

A (Af(z +y) - Af(y) (4.5.23)

und ist endlich. Die Konvergenz ist auf kompakten Mengen gleichmdfig.

Beweis. Wir nutzen wiederum die Identitiat aus Gleichung (4.4.2). Sei K C R kompakt
und C' C R eine geniigend grofe kompakte Menge mit nichtleerem Inneren, die neben
dem Tréager von f auch den Triger aller f, fiir alle z € K enthalte, d.h. fir alle z ¢ C
und x € K gelte fz(z) = 0. O.B.d.A. sei C' = [—a,a] fiir ein gentigend grofes a > 0. Aus
der Identitdt (4.4.2) erhalten wir fiir alle 0 < s <1,z € K und y € R

al
il

(f2(S10) = F(S1))] + By [87¢ (U° f2(S1) — U f(S72))]
(f2(510) = F(S1))] + By [87€ (A° f(S1) — A°f2(ST2))]

Usfo(y) —Ufly) = Ey,[s'C
E, [sTc
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Nach Lemma 4.3.4 kénnen wir den Grenziibergang s T 1 vollziehen, und erhalten
Af(y) - Afw(y) = Ey [fx(STc) - f(STc)] + Ey [Af(STc) - Afm(STc)] : (4'5'24)
Zu zeigen bleibt die (lokal gleichméfige) Konvergenz von

By [fo(S1e) = [(S1)] + By [Af (S10) = Af2(S10)]

fiir y — +o0. Da Af nach Lemma 4.3.4 stetig ist und P°7c auferhalb von C' verschwindet,
S

geniigt es hierfiir zu zeigen, dass (P, ) er fiir |y| — oo stationir wird, also mit anderen

Worten, dass St,, fiir |y| — oo in Verteilung konvergiert. Sodann erhalten wir aus (4.5.24)

die Existenz und Endlichkeit von

lim (Af(z+y) — Af(y)).

y—=+o0

Dass die Konvergenz auf kompakten Mengen gleichméfig ist, folgt aus der Stetigkeit von
£ und Af: Sei K C R kompakt. Aus P,"® € 20(C) folgt

|(Af(y) — Afz(y)) — (Af(y) — Afa(y))]

= [Afa(y) — Afz(y)|

= |By [(f2(S1e) = fo(S10))] + By [(Af2(S1e) — Afz(S10))] |
<|fzlo = felclloo + 1 ASe| o = Afz|olloo

fiir ;& € K. Fiir jedes € > 0 existiert also — da Af und f auf C + K gleichméfig stetig

sind — ein 0 > 0, so dass aus | —z| < ¢

|Af(y) — Afz(y) — (Af(y) — Afe(y)l < e

fiir alle y € R folgt. Mit einem Uberdeckungsargument wie in Teil (b) des Beweises von

Lemma 4.5.3 folgt die lokal gleichméfige Konvergenz. Der Beweis wird mit dem folgenden

Lemma abgeschlossen. O
4.5.7 Lemma
Sei C = [—a,a] fir ein a > 0 und (Sp)n>0 ein rekurrenter, streng nichtarithmetischer

S
RW mat endlicher Varianz. Dann ist die Verteilungsfamilie (IP_zc)yeR fir y — £oo

schwach konvergent, bzw. St —y konvergiert fir y — +oo in Verteilung.
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Zunéchst wollen wir hierfiir einige Begriffe einfithren, und zwar Kopiensummenfolgen
und die sogenannten Leiterindizes als einen Spezialfall (s. [4], S. 247). Ist 7 eine Stoppzeit
fiir einen SRW (S,,)n>0, so existiert eine Mengenfolge (By)new mit B, € B", so dass
7:=1inf{n > 1:(S1,...,Sn) € By}. Definieren wir o := 0, sowie die Folge der formalen

Kopien von 7, (Ty)n>1, mittels
Tnt1 = nf{k > 1: (So, 41 — Sos -y Sopy+k — So,,) € Br}

fiir alle n > 0, wobei die Kopiensummenfolge (0y,)n>0 durch oy, == 71 + ... + 7, (n > 1)
definiert ist. Gemaéf [4], 27.1, gilt die Eigenschaft

(San kiSO'n)k>O | So‘n _ (Sk)kzo
P (Son-+ 201 Son — p{Sklizo

Wihlen wir im Falle eines SRW speziell 7 := ¢>() = inf{n > 0:5, > (>) 0}, er-
halten wir nach diesem Schema die Folge (05(2))7120 der streng (schwach) aufsteigenden
Leiterindizes. Die zugehdrige Folge (S > (>))n>0 heilst die Folge der streng (schwach) auf-
steigenden Leiterhohen. Weiter wird h;erauf aufbauend in [4], 27.3, nachgewiesen, dass
im Falle einer f.s. endlichen Stoppzeit 7 durch (0., S, )n>0 ein RW mit unabhéngig
identisch P("57)_verteilten Zuwichsen definiert ist. Vollig analog zu den aufsteigenden
Leiterindizes, bzw. -hohen, lassen sich die absteigenden Leiterindizes nebst absteigenden
Leiterhohen definieren. Es sei darauf hingewiesen sei, dass die zu den auf- bzw. absteigen-
den Leiterindizes gehdrigen Stoppzeiten im Falle eines rekurrenten RW, dessen Zuwachs-

verteilung von gy verschieden ist, f.s. endlich sind (*%" [4], 27.7). Fiir den RW (S _>(2))n>0

n

folgen wir der Notation aus oben genannter Quelle und bezeichnen diesen als (.S, (2))n20.

S
Beweis von Lemma 4.5.7 gemajf$ |6]. Per Symmetrie geniigt es, IPyTC flir y — 0o zu un-
tersuchen Sei nun 7(s) := inf{n > 0 : S, > s} die Erstaustrittszeit des RW (Sy,)n>0
und Rs := S;(5) — s der zugehorige Exzess, der fiir y — oo in Verteilung gegen eine

Zufallsgrofe R mit Verteilungsfunktion

P(R<t) = Egz /IP (5% > ) Adar)
1
G0

konvergiert. Fiir —a <t < a folgt

P (STC+y -y S t) = P (STC+y -y S t’ Ry_a < 2&) + P (STC+y -y S t’ Ry_a > 2&)

78



4.5. Beweis des zweiten Hauptsatzes

= P (Sroy, —¥ <t Ry—a < 2a)
+P (STc+y = Sriy—a) =Y <t = Sr(y—a), Ry—a > 2“)
= P(Ryo<t+a)+ / P (Sto,, , <t)P(Ry_q€dr).

(2a,00)

Da die Grenzverteilung P¥ M-stetig und PP (STC+a—r < t) in r f.s. stetig ist, folgt die

Konvergenz des letzten Ausdrucks und damit die Behauptung.

]
Mit Lemma 4.5.6 schliefen wir den Beweis von (3.1.7) aus Satz 3.1.4 ab.
4.5.8 Korollar
Sei 02 < 00 und f € §. Dann gilt
lim (Af(z+y)— Af(y)) = £zo 2J(f) (4.5.25)

y—+oo

und die Konvergenz ist auf kompakten Mengen gleichmdfig.

Beweis. Sei 0.B.d.A. der Trivialfall x # 0 ausgeschlossen. Wir zeigen, dass

: _ o Af()

yggloo Af(z+y) — Af(y) = xygriﬂoo T
Die lokale Gleichméfigkeit der Konvergenz von Af(x + y) — Af(y) wurde in Lemma
4.5.6 gezeigt und aus der Konvergenz von Af(y)/y, die in Lemma 4.2.8 nachgewiesen
wurde, folgt die lokal gleichméfige Konvergenz des Ausdrucks auf der rechten Seite der

Gleichung.

Sei z € R\{0} gegeben. Per Symmetrie geniigt es den Limes fiir y — oo zu betrachten.
Definiere die Steigungen
Af(z+y) - Af(y)

e Af(y) . o
my := lim , sowie mg := lim ,

wobei nach Lemma 4.2.8 my = 0~ 2J(f) gilt.

Gegenannahme: mj # meo. O.B.d.A. nehmen wir m; > mo + ¢ fiir ein € > 0 an. Sei
yo = N mit N € IN derart, dass (Af(x +y) — Af(y))/x > my + ¢ fiir alle y > yo. Dann
gilt (Af(nx+yo) — Af((n—1)xz+1yo))/x > my + ¢ fiir alle n > 1 und durch Bildung
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einer Teleskopsumme erhalten wir

Af(nx +yo) — Af(vo)

nx

>m1 +¢€

fiir alle n > 1. Hieraus folgt

mi+e < lim Af(mﬂg—flf(yo)
i A+ M)
. Af(no)
- nlinéom
Af(nx) n

= lim —=m
n—oo nr n—N

und wir erhalten einen Widerspruch. O

Satz 3.1.4 ist somit unter dem zu Beginn des Abschnitts formulierten Vorbehalt be-
wiesen. Die Einschrinkung “f € §*” in (3.1.7) im Fall 02 = oo ist fiir das Ziel dieses

Abschnitts, den Beweis des zweiten Hauptsatzes, unerheblich.

Beseitigung des Vorbehalts und Abschluss des Beweises.

Zur Komplettierung des Beweises zeigen wir nun, dass alle Grenzwerte, die wir beim
Grenziibergang s, 1 1 (n — 00) erhielten, unabhéngig von der Wahl der Teilfolge (sp,)nen
sind. Im folgenden Lemma kippt der erste Dominostein und wir erhalten die Unabhén-
gigkeit von Lp(z) = lim, .o L3} (x) von der Wahl der Teilfolge. Die Unabhéngigkeit der
weiteren Terme erhalten wir sodann aus den Gleichungen, die im Laufe dieser Arbeit

ermittelt wurden.

4.5.9 Lemma
Sei f € §T oder 0% < oo und f € §. Dann gilt

yEIinoo Gpfy(x) = J(f) <LB(:B) + o072 / (x — 2) lIg(x, dz)> (4.5.26)

und die Konvergenz ist lokal gleichmdflig in x.
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Beweis. Die Identitét (4.3.11) liefert fiir f € § und « € R durch Hinzufiigen von A f,(0)—
g Afy(0)1gr(z)(=0)

(Afy(2) = Af,(0)) — TIp(Af, — Af,(0)IR) () = —Gpfy(x) + Lp(@)I(f)  (45.27)

Mit den Konvergenzaussagen aus Korollar 4.5.5 bzw. Lemma 4.5.6 kénnen wir den Term

Afy(x) — Afy(0) jeweils durch seinen Grenzwert fiir y — 400 ersetzen:

Gny(x) = J(f)LB(x) + 1_IB (Afy - Afy(o)]llR) (‘T) - (Afy(JU) - Afy(o))
= J(f)Ls) + / Afy(2) — AL,(0) p(x,dz) — (Af,(x) — Af,(0))

= IO)La(@)+ [ AT~ 9) - AL (O) s, d2) — (Af(w — 9) - A£,(0)
J(f)Ls(z) = J(f) / 202 Tz, d2) + J(f)wo~2

— a0 <LB(:U) :i:a_2/(:n ) HB(:L‘,dz)> .

In der vorletzten Zeile wurde die lokale Gleichméafigkeit der Konvergenz genutzt, um den

Integranden durch seinen Grenzwert zu ersetzen. O

Nun beweisen wir, dass der Limes in (4.3.9) und damit alle Grenzwerte s 1 1 unab-

héngig von der Wahl einer speziellen, gegen 1 konvergenten Teilfolge (sy,)n>n sind:

Beweis. Wir zeigen also die Unabhéngigkeit von d = limq d* von der Wahl der Folge. In
Gleichung (4.5.26) liegt eine Darstellung von Lg(z) vor, in der der Ausdruck nur noch von
Gp bzw. Ilg abhéngt. Deren Konvergenz wurde in den Vorbereitungen in Abschnitt 3.3
fiir beliebige Folgen s 1 1 hergeleitet, so dass selbige Unabhéngigkeit auch fir Lp(x) gilt.
Gleiches gilt fiir d: Mittels (4.3.7) aus Lemma 4.3.2 folgt auch hier die Unabhéngigkeit
von der Wahl der Folge. Geméf Lemma 4.3.3 gilt also, dass der Grenzwert
limd® =d (4.5.28)
sT1
existiert und endlich ist. Der Beweis von Satz 3.1.3 aus Abschnitt 4.4 und der in diesem

Abschnitt gefiihrte Beweis von Satz 3.1.4 lassen sich nun fiir beliebige Folgen s T 1
durchfiihren. O
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5. Kapitel: Anwendung auf Markov-Random-Walks

5. Anwendung auf
Markov-Random-Walks

Widmen wir uns nun der Frage, inwiefern sich der Rekurrenzsatz auf Markov-Random-
Walks (MRWs) adaptieren ldsst und ob sich fiir diese eine dhnliche Formulierung finden
l&sst.

Zunéachst definieren wir hierfiir MRWs und das ihnen zugrundeliegende Modell Markov-
modulierter Prozesse. Anschlieffend zeigen wir, dass wir den Verteilungen eines MRW eine
regelméfige Struktur verleihen kénnen, indem wir den Prozess mit der stationdren Ver-
teilung starten. Durch eine zyklische Zerlegung des MRWs erhalten wir gesampelte RWs,
die zum Ziel der Formulierung eines fourieranalytischen Rekurrenzkriteriums der Form
aus (Gl. 1) fithren, falls wir unterstellen, dass die Zuwédchse des MRWs unabhéngig von
ihrer Modulation endliche Varianz besitzen. Zum Abschluss dieses Kapitels diskutieren
wir anhand eines einfachen Beispiels die Form, die der Rekurrenzsatz im allgemeinen Fall
annimmt.

In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf den Fall, dass die Steuerkette des MRWs
eine positiv-rekurrente diskrete Markov-Kette mit abzahlbarem Zustandsraum bildet. Die
positive Rekurrenz der Steuerkette ist bei fiir unser Vorhaben eine notwendige Annahme,
da die hieraus resultierende zyklische Struktur des Steuerprozesses die Voraussetzung fiir

die Rekurrenzuntersuchungen bildet.

5.1. Das zugrundeliegende Modell

Bei einem gewohnlichen RW, der im ersten Kapitel ausfiihrlich diskutiert wurde, handelt
es sich um eine Partialsummenfolge unabhhéngig identisch verteilter Zufallsgréfsen. Auch
bei MRWs haben wir es mit Partialsummenfolgen einer Folge von Zufallsgrofen (Xp,)n>0
zu tun, die gegeniiber dem gewchnlichen Fall allerdings nicht mehr unabhangig identisch
verteilt sind. Stattdessen wird die Verteilung der Zuwéchse durch eine Markovkette M :=

(M,)n>0, der sogenannten Steuerkette, moduliert.
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5.1. Das zugrundeliegende Modell

Ein zeitlich homogener Markov-Prozess (M, X;)n>0, mit Zustandsraum (S,8) ®
(R, B) ist ein Markov-modulierter Prozess, wenn die Verteilung von (Mp4+1, Xp41) von
(M,,, X)) nur tiber M, abhingt und also fiir alle n > 0 fs. PMnt1,Xn41)|Mn,Xn  —
P(Mn+1,Xn41)IMn oilt . Ein Markov-modulierter Prozess ist eindeutig durch den hierdurch
gegebenen Ubergangskern P : S x (& x B) — [0,1] und durch seine Startverteilung
IP(Mo,X0) definiert. Wir definieren wie in [1] ein Standardmodell durch IPgKO’XO) =V A,
wobei v @ A € 2(S x R) die Startverteilung sei.

Der Prozess (M, Sp)n>0 mit S, = Xo + X1 + ... + X, wird Markov-Random- Walk
(MRW) genannt, wobei wir fiir Xy in Anlehnung an die Definitionen aus dem ersten
Kapitel auch Sy schreiben. Der Ubergangskern des MRWs ist also durch P*((z,s), A x
B) = P(x,A x B — 5) gegeben. Aus P ergibt sich ferner der Ubergangskern P’ der
Steuerkette als die Projektion auf A x R: P’ ist fiir alle z € S und A € & durch
P/(z, A) = P(z, A x R) definiert.

Wir definieren abkiirzend P30S0 — 3 & 5o, sowie p(MosSo) _ ds ® g fiir alle s € S.

Entsprechendes gelte fiir £, und IE;. Diese Notation erspart uns die Erwdhnung der

Verteilung von Sy, die bei der Untersuchung der Rekurrenz des MRWs keine Rolle spielt.

Gemaf [1], 1.3, gilt fiir die Zuwéchse (X;,)n>0 eines MRWs, bzw. fiir den in eine Markov-

modulierte Folge eingebetteten Prozess (Xp,)n>0, PXolM — pXolMo  gowie PXnIM —

PXnl M Mn—1 figr alle n > 1 und hierdurch ist ein Ubergangskern K : 82 x B — [0, 1]
gegeben. Daher ist es zweckméfig, fir alle n > 1 und r,s € S IPfi"s) .= PXnlMi=s,Mo=r

und entsprechend I, ;) zu definieren.

Die Definition der Rekurrenz erfolgt im Falle eines MRWs analog zur Definition fiir

gewohnliche RWs. Sei
R={zecR:S, € (x—e¢cx+¢e) uwo. fir alle ¢ > 0}.

Unter einem rekurrenten MRW verstehen wir einen MRW (M,,, Sp,)n>0 mit R # 0 fiir
eine geeignete Startverteilung v @ A € (S x R), was gemék [3], S. 125, genau dann der

Fall ist, wenn

P, » (S € B unendlich oft) =1

fir alle offenen B € B erfiillt ist.
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5. Kapitel: Anwendung auf Markov-Random-Walks

5.2. Zyklische Zerlegung der Steuerkette und stationdre
Verteilung

Von nun an bezeichnen wir mit P = (prs)rses die Ubergangsmatrix von M. In diesem
Abschnitt definieren wir erst die stationére Verteilung von M und leiten aus ihrer Statio-
naritét eine Vermutung {iber die mégliche Formulierung des Rekurrenzsatz fiir MRWs ab.
Anschliefend notieren wir einen Satz dazu, wie man mit Hilfe der zyklischen Zerlegung
der Steuerkette aus einem MRW einen gesampelten RW erhélt. Dessen Bedeutung liegt
auf der Hand, denn die stochastische Unabhéngigkeit der Zuwéchse ist eine Grundvor-

aussetzung fiir die Formulierung der Rekurrenzbedingung aus (Gl. 1).

Stationdre Verteilung.

Zunédchst nehmen wir eine zyklische Zerlegung der Steuerkette vor, indem wir die suk-
zessiven Eintrittszeitpunkte in einen (positiv rekurrenten) Zustand i € S betrachten. Sei
7(2) := 71(i) := inf{k > 1 : M} = i} und die Folge sukzessiver Eintrittszeiten (o, (%))n>0

rekursiv durch og(7) := 0 und
o1(i) :== 71(i), sowie 0p11(2) := inf{k > 0, (2) : My =i} fiir alle n > 1.

definiert. Weiter setzen wir 7,(i) := 0,(i) — 0p—1(7) fur alle n > 2. Aufgrund unserer
Voraussetzung gilt u;; := IE;7(i) < oo unabhéngig von der Wahl des Zustandes 1.

Wir definieren zunéchst ein stationdres Mafl von M durch

7‘1(i)—1

£:=¢0 .=, Z Liare

n=0

Dann ist £ = (£))ies = ;"€ die stationiire Verteilung von (M,,),>0.
Firre S, C € Bund alle k£ > 1 gilt

X (C) = / P(r, S, )P (dr)

S

— / K(r, s, C)P*(r,ds)&* (dr) (5.2.1)
SxS

= Z IP(XT,IS) (C) prs£:7

r,s€S
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5.2. Zyklische Zerlegung der Steuerkette und stationére Verteilung

wobei in der zweiten Zeile [1], 1.1, sowie die Stationaritdt von £* genutzt wurde.
Die Zuwiéchse des MRWs sind unter Pg- also fiir alle k£ > 1 identisch gemafs

Xi~ D Brglixie) & (5.2.2)
r,seS

verteilt. Ohne grofien Aufwand ermittelt man, dass die stationdren Zuwéchse die F.T.
Zr, ses Pr,s &prs besitzen. Dies fiihrt uns zu der Vermutung, dass das Stonesche Rekur-

renzkriterium die Form

/ ’ ! — 5, (5.2.3)

1= Zr,ses ﬁi‘prsw,s(t)

X1 definiert sei. Der Nachweis,

annimmt, wobei die F.T. ¢, s durch ¢, 5(t) = B, ge
ob dies eine dquivalente Bedingung fiir Rekurrenz darstellt, ist allerdings weniger trivial
als es auf den ersten Blick scheint. Zwar besitzen die Zuwéchse von (S,),>0 unter P
die F.T. Zmes &rprsiors(t), aufgrund der stochastischen Abhéngigkeit der (Xj)r>0 ldsst

sich aber der Multiplikationssatz nicht anwenden.

Mittels zyklischer Zerlegung gesampelte Random Walks.
Indem wir zu Teilfolge von (M, Sy)n>0 tibergehen, die wir aus den sukzessiven Ein-
trittszeiten (04, (7))n>0 der Steuerkette in einen Zustand ¢ € S gewinnen, erhalten wir

den gesampelten RW (Sg,, )n>0-

5.2.1 Satz (vgl. [1], 3.1)
Die fiir jedes n > 0 durch

Zn = (Tn1(2), (M, Xkt1) o, (1) <k <omrs (4))

definierten Zyklen sind unter jedem Py (A € 20(S x R)) unabhdngig verteilt und besitzen
fiir n > 1 dieselbe Verteilung wie Zg unter IP;.

(San(i))nzo ist also unter P; ein SRW mit unabhdngig identisch verteilten Zuwdchsen
ZZ:;;((?)H Xy, deren Verteilung der von Z;g X1 unter P; entspricht. Entsprechendes
gilt unter jedem Py (A € W(S x R)) fiir den VRW (S, i) — So)n>0-

Beweis. Mit §p, = o((My, Xk)o<k<n) gilt fir alle A € 2(S) und n > 1 unter Beachtung
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5. Kapitel: Anwendung auf Markov-Random-Walks

von M, ;) =i firallen >1

]P;M”n(i)+k’Xan(i)+k)k21‘310" _ ]Png,Xk)kZl.
Da die Z, fiir alle n > 1 o, ,,-messbare Funktionen auf (M, , (Mo, > Xo o)) k>1)
bilden und 4 positiv rekurrent ist, folgt der erste Teil der Behauptung. Aus der positiven
Rekurrenz folgt aufserdem die Endlichkeit der Zyklusléngen.

Die zweite Aussage ergibt sich daraus, dass die Zuwéachse S, ;) — So,_(

g firn > 1
eine Abbildung des jeweils n-ten Zyklus’ bilden und daher unabhéngig identisch verteilt

sind. O

5.3. Beweis der Vermutung bei Existenz der ersten

Momente

Im Fall, dass das stationére erste Moment p = E¢« X der Zuwéchse existiert, konnen wir
die Richtigkeit der Vermutung (5.2.3) belegen.
Nun zeigen wir, dass wir bei der Untersuchung der Rekurrenz des MRWs, stattdessen

zur Untersuchung eines gesampelten RWs (S, () )n>0 tibergehen diirfen. Ist (S, (;))n>0

fiir irgendein ¢ € S rekurrent, so auch der zugrundeliegende MRW. Folgt aber aus der
Transienz aller (S, (j))n>0 (i € S) bereits die Transienz von (Sp)n>0?
Falls die ersten Momente IE; X fiir alle ¢ € S existieren (eine notwendige Voraussetzung

fiir die Existenz von p) gilt aufgrund der Eindeutigkeit der stationdren Verteilung

EiSri)y = EqwXa
= piilbe- Xy
Hii Hii
= —EpnX1=—E;S.
wij o n Y
fiir i, j € S. Es besitzen also entweder alle Zuwéchse S.(;) (i € S) Erwartungswert 0, oder
keiner. Genauer folgt aus ;S;;) 2 0 fiir ein ¢ € S, dass E;S;(;) 2 0 fiir alle j € S und
der MRW hat einen stationdren Drift ¢« X7 genau dann, wenn einer der gesampelten
RWs einen Drift besitzt. Insbesondere folgt aus der Transienz von (S, (j))n>o0 fiir ein
beliebiges i € S also gleich die Transienz aller (S, (;))n>0-

Hieraus leiten wir den folgenden Satz ab:
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5.3. Beweis der Vermutung bei Existenz der ersten Momente

5.3.1 Satz (vgl. [1], 3.4)
Aus E;S7;) 2 0 folgt
lim S =too P, fs. (5.3.1)

n—oo N

fiir alle X € (S x R) und damit die Transienz des MRWs.

Beweis . Wir geben den Beweis aus [1] wieder. Sei p := E¢X; der stationére Drift des
MRWs und o0.B.d.A. x> 0. Durch Ubergang zum MRW (M,,, > ko X,;t), der den sta-
tionédren Drift ¢« XljE besitzt, diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass alle X,, nichtnegativ

sind.

Die Kopiensummenfolge (0y,)n>1 ist unter jedem Py (A € 20(S)) ein verschobener
Erneuerungsprozess! mit Drift pu;;. Sei T(n) = inf{k > 1 : o) > n} die zugehdrige
Erstaustrittszeit. Aus [4], Lemma 10.3, folgt

L(n) iy 1 fs..
n i

Ferner folgt aus dem starken Gesetz der groften Zahlen

Sorn) oo g
T(n) fifii; £.5.
und damit
Soray _ Sorw T(n) nooo fs
n T(n) pLs
Die Behauptung folgt nun durch
SUT(n)*l < & < SUT(n)
n  ~—n - n

Wir wissen also, dass unter den gegebenen Voraussetzungen ein MRW genau dann

rekurrent ist, wenn dies fiir einen der gesampelten RWs (S, (;))n>0 der Fall ist. Nun gilt

EiSriy=ppii =0 & EaXi=p=0

'd.h. ein Erneuerungsprozess, der nicht im Punkte 0 startet
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5. Kapitel: Anwendung auf Markov-Random-Walks

und damit, dass das Verteilungsgemisch

X
Q= ¥ ek,
r,s€S
genau dann den Erwartungswert 0 besitzt, wenn der MRW rekurrent ist. Offensichtlich ist
@ wieder eine Verteilung, die wir als Zuwachsverteilung auffassen kénnen. Diese definiert
genau dann einen rekurrenten RW, wenn der zugehorige MRW rekurrent ist und besitzt

dieselbe F.T. wie ein stationarer Zuwachs des MRWs, ndmlich

Z frprs Ps-

r,s€S

Aus dem Rekurrenzsatz folgt schlieflich die Vermutung (5.2.3).

5.4. Ausblick: Der allgemeine Fall

Wir beschliefsen diese Arbeit mit einem Ausblick darauf, welche Form der Rekurrenz-
satz dem Fall annimmt, dass wir keine Annahmen an die Momente der Zuwéchse den
MRWs treffen. Dazu besprechen wir zuerst ein einfaches Beispiel, um danach kurz auf

die Moglichkeiten zu blicken, die gesampelte RWs bieten.

Ein einfaches Beispiel: MRWs mit alternierender Zuwachsverteilung.
Wir beginnen mit dem sehr einfachen Fall einer Steuerkette, die abwechselnd zwischen
zwei Zustanden wechselt, so dass die Verteilung der Zuwéachse zwischen zwei Verteilungen

alterniert. Es sei also ein MRW gegeben, dessen Steuerkette den Zustandsraum & =

(1)

besitzt. (My)n>0 besitzt die stationére Verteilung

(12
(13,

{s1, 82} und die Ubergangsmatrix
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5.4. Ausblick: Der allgemeine Fall

so dass unsere Vermutung in diesem Fall besagt, dass Rekurrenz dquivalent zu

0

1
/ fie (1 ~(Zert) + ;m(t))) =

—6

ist, wobel ¢y /5 = Esl/SQeitxl sei.

Der Rekurrenzsatz liefert aber zunéchst ein anderes Resultat. Formulieren wir den
MRW wie folgt: Seien X1, Xa, ..., sowie Y7, Y5, ... jeweils unabhéngig identisch Verteilte
Zuwichse (mit Spanne d € [0,00)) und der Prozess (Sy,)n>0 fiir n > 0 gegeben durch

Sont1 = Son + Xpg1, bzw. Sopga = Sopg1 + Yo

und einem von den Zuwichsen unabhéngigen Anfangspunkt Sy € 20,4(R).

Rekurrenz ist dann dquivalent dazu, dass der durch die Verteilung von X1+Y; definierte

RW rekurrent ist, denn es gilt
P (Sn €eB u.o.) s P ({Sgn €eB u.o.} U {S2n+1 €B u.o.})

und sowohl der Fall
P (Sy, € B u.o.) =1,

als auch
P (SZn—',-l €B u.o.) =1,

sind dquivalent zur Rekurrenz des SRW (Sn)nzoa der durch

Sn =) (Xn+Yn)
k=

sy

flir n > 1 und Sy = 0 definiert wird. Hierzu sei noch einmal darauf hingewiesen, dass
die Rekurrenz unter einer beliebigen Startverteilung aus 204(R) erhalten bleibt und dass
sowohl die Verteilung von Sy auch die von Sp + X7 in 204(R) liegen.

Nun haben sowohl (Sa2y,)n>0, als auch (S2p4+1)n>0 unabhéngig identisch verteilte Zuwéch-

se, die wie X7 + Y7 verteilt sind und die F.T. 19 besitzen. Aus dem Rekurrenzsatz
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5. Kapitel: Anwendung auf Markov-Random-Walks

folgt damit unmittelbar, dass die Rekurrenz von (Sy,),>0 dquivalent ist zu

6
/fe ()

wobei ¢ die F.T. von X; und @9 die F.T. von Y] sei.

Bemerkung. Im Falle deterministischer Steuerketten mit Zyklen der Lange n € IN ergibt

sich vollig analog, dass die Rekurrenz des zugehorigen MRWs dquivalent zu

)

1
[ re| = T on | # =

-4 nelN

ist.

Der Rekurrenzsatz via Sampling.

Hier stellt sich wie schon in Abschnitt 5.3 die Frage, inwiefern sich die Rekurrenz des
MRWs durch die Rekurrenz der aus ihm gewonnenen RWs (S, ())n>0 (7 € S) beschreiben
lésst. Mit anderen Worten: Folgt aus der Transienz aller (S, (;))n>0 bereits die Transienz
von (My, Sp)n>07

Falls S endlich ist, beantwortet sich diese Frage leicht. Vermoge
{Sn:n >0} = [ J{So, @) :n >0},
€S

folgt aus der Rekurrenz des MRWs die Rekurrenz mindestens eines der RWs (S, ;) )n>0

fiir ein ¢ € S, denn es gilt

Hn>0:85,¢el}| = U{TLZO:TL:Tk(j) mit S, ;) € I fiir ein j € S und ein k£ > 0}
€S

fir alle Intervalle I C R. Falls (My, Sy )n>0 rekurrent ist, kénnen wir also zur Formu-

lierung eines Rekurrenzsatzes fiir ein geeignetes i € S zu (S, (;))n>0 iibergehen, was im

transienten Fall trivialerweise moglich ist, da dann alle derart gebildeten RWs transient

sein miissen.

Als nichstes bietet sich also an, die Frage vollstindig zu kliren, ob der Ubergang zu

(So,.(j))n>0 (j € S) auch im Falle eines unendlichen Zustandraumes der Steuerkette
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5.4. Ausblick: Der allgemeine Fall

moglich ist. Dann lasst sich der Rekurrenzsatz einfach adaptieren, indem wir die F.T.
;e in (GL. 1) einsetzen.

Weiter liefle sich priifen, ob sich mit Hilfe des so gewonnenen Kriteriums Vermutung
(5.2.3) bestétigen lasst.

Der noch nicht diskutierte Fall einer nicht diskreten Steuerkette M bietet weitere

Moglichkeiten zur Ausweitung der Ergebnisse.
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Anhang A.: Fourier-Analyse

A. Fourier-Analyse

Die Fouriertransformation werden wir in diesem Kapitel als eine umkehrbare Transfor-
mation eines Wahrscheinlichkeitsmafes einfiihren. Thre Bedeutung in dieser Arbeit ist
offensichtlich, aber auch in anderen Zusammenhéngen erweist sich die Fouriertransfor-
mation als niitzliches Werkzeug beim Nachweis von Eigenschaften der transformierten
Objekte. Mit der Wortwahl “Objekt” wird bereits angedeutet, dass die Fouriertrans-
formation keineswegs aussschliefslich Wahrscheinlichkeitstheoretikern vorbehalten bleibt,
sondern auch in anderen Themenfeldern, wie etwa der Signalverarbeitung, ihren Nut-
zen findet. Dort werden allerdings anstelle von Wahrscheinlichkeitsmafsen Funktionen
transformiert. Als Verallgemeinerung der Fourier-Reihen aufgefasst lésst sich die Fou-
riertransformierte dann als Darstellung des Frequenzspektrums auffassen, wobei im Un-
terschied zur Fourier-Reihen-Entwicklung nicht vorausgesetzt werden muss, dass die zu
transformierende Funktion periodisch ist. Bei der folgenden Einfiihrung werden wir auf
Interpretationen der Fouriertransformation verzichten, aber viele schéne Eigenschaften
der F.T. herausstellen.

A.1. Die Fouriertransformation und grundlegende

Eigenschaften

A.1.1 Definition (Fouriertransformierte)

Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (R, BY). Dann ist seine Fouriertransformierte
(F.T.) ¢ durch

olt) = [ ¢qun).

Rd
als Funktion R — C definiert, wobei t - x das kanonische Skalarprodukt aus t und x

bezeichne. Ist X eine d-dimensionale Zufallsgrifie mit Verteilung Q, so gilt also

pt) =T [e'"X].
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A.1. Die Fouriertransformation und grundlegende Eigenschaften

Entsprechend ist die F.T. einer A-integrierbaren Funktion f: R — R durch
ft):= [ e p()do)
R

definiert und entspricht damit der F.T. des Mafles fdA.

Im Folgenden beschrinken wir uns auf den fiir uns interessanten Fall d = 1.
Wie sofort ersichtlich besitzt die F.T. ¢ einer Verteilung Q auf (R, B) den Definitionsbe-

reich

D(p) :{teR:/\eim\Q(dx) <o} =R (A1)
R

Genauere Auskiinfte gibt der folgende Satz, der einige wichtige Eigenschaften der F.T.

zusammenfasst.

A.1.2 Satz (s. [5], 41.1)
Sei X eine Zufallsgrofie auf (R, B) mit Verteilung Q und F.T. p. Dann gilt

(a) @ ist gleichmdfig stetig auf R

(b) |e(t)] <p(0) =1 firalet e R

(c) p(—t) = p(t) fir allet € R
Beweis. Aussage (a) folgt aus der Ungleichung
ot + h) — o(t)] = ‘]E [ei(t—l—h)X _ eitX” < E’l _ eihX)'

Der Ausdruck auf der rechten Seite der Ungleichung ist unabhéngig von ¢ und konvergiert
nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz fiir h — 0 gegen 0. Die Aussagen (b)
und (c) sind offensichtlich. O

Eine weitere Eigenschaft, die wir mit Hilfe des Satzes von Fubini erhalten, gibt die

Parsevalsche Gleichung wieder:

A.1.3 Satz (Parsevalsche Gleichung)
Seien Q1 und Q2 endliche Mafle mit F.T. ¢1 und 2. Dann gilt

/ o1 (1)Qa(dr) = / 2(H)Qu (d1)
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Im Fulle zweier Li-Funktionen fi1 und fo hat die Gleichung die Form
[ horma = [ bonwa

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus dem Satz von Fubini. O

Nun klaren wir die Frage, welche Fouriertransformierte im Falle eines Standard Ran-
dom Walks (S, )n>0 die Verteilungen der S, besitzen. Anwort gibt der folgende Spezialfall

des Multiplikationssatzes.

A.1.4 Satz (s. [5], 40.7)
Seien X und Y stochastisch unabhingige Zufallsgrofien mit Werten in R und F.T. px
und @y . Dann besitzt X +Y die Fouriertransformierte ox+y = pxpy

Beweis. Aufgrund der stochastischen Unabhéngigkeit von X und Y gilt

Ox4+y = Eeit(X-‘rY) ) [eitXeitY} — EeitXEeitY

Bemerkung. Da die Zuwéchse X7, Xo, ... einer SRW unabhéngig identisch verteilt sind,
gilt PS» = P2 X» und wir erhalten als F.T. ¢™.

Der folgende Satz gibt uns Auskunft iiber die Differenzierbarkeit der F.T. einer Ver-
teilung im Punkte 0 und den Zusammenhang zwischen den Ableitungen und Momenten

der Verteilung.

A.1.5 Satz
Sei X eine reellwertige Zufallsgrofie mit charakteristischer Funktion ¢ und sei It [|X|”+5} <

oo fiir einn € N und § > 0. Dann ist ¢ n-mal stetig differenzierbar und es gilt
fir 1 < k <n und insbesondere

oM (0) = "B [X"] .
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Auferdem erhalten wir in diesem Fall die Taylorndherung n-ter Ordnung durch

o= 3 WE o

k=0

und es gilt
o= 3 B

k=0
mit Restglied R, fiir das die Abschdtzung

21—5E HXn-HSH ‘tn-i-é}
RO < a5 s

gilt. Existiert umgekehrt o> (0) fiir ein n € IN und ist endlich, so folgt [X2”] < 00.

Beweis. ¥ [7], S. 277 ff. O

Die F.T. ist eine umkehrbare Transformation, aus der wir das Wahrscheinlichkeitsmafs
zurlickgewinnen koénnen. Insbesondere sind Verteilungen also durch ihre F.T. eindeutig

bestimmt. Die Vorschrift fiir die Riicktransformation gibt uns der folgende Satz.

A.1.6 Satz (Umkehrformel von Lévy)
Sei X eine Zufallsgrafie mit Verteilung Q, Verteilungsfunktion F' und F.T. ¢. Dann gilt

y —iat _ ,—ibt P(X = P(X =
im [ ot =P la< X <b)4 D ZOFP X =a)
c—00 2mit 2
Beweis. " [5], 41.7 auf S. 212 ff. O

Bemerkung. Im Falle A-stetiger Verteilungen hat die Umkehrformel offenbar die Form

oo
—iat __ e—ibt

—0o0

p(t)dt.

Ob eine Verteilung stetig ist, lasst sich auch anhand ihrer F.T. entscheiden und zwar folgt

die Stetigkeit aus der A-Integrierbarkeit der Fouriertransformierten. Die Dichtefunktion
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f der stetigen Verteilung ist dann fiir alle x € R durch

f@) =5 [ el

gegeben und die F.T. der Verteilung an der Stelle ¢ € R l&sst sich aus dieser vermoge

o0

o) = [ e fa)do

— 00

errechnen (¥ [5], S. 214).

Im d-arithmetischen Fall (d > 0) hat die Umkehrformel die folgende, einfachere Form.

A.1.7 Satz
Sei X eine Zufallsgréfie mit Werten in dZ. und F.T. . Dann gilt

Pm:m:%

e Fop(t)dt (A.1.3)

|
&\#\mj

fir alle k € dZ.

Beweis. Mit Hilfe des Satzes von Fubini erhalten wir fiir alle k € dZ

% jus
d —ikt _ o a —ikt int
o /e p(t)dt = Z P (X =n) o /e e dt
_ T ’fLEdZ _
d d
in(n—k)/d _ —im(n—k)/d
e e
— P(X =
ngz X =n) < 2ri(n — k)/d )

_ - sinm(n —k)/d _ _
= Y P(X= )<W(n_k)/d> P(X=k),

nedzZ

wobei wir in der letzten Zeile genutzt haben, dass — bei stetiger Fortsetzung von sin z/x
in 0 —sin (7(n — k)/d)/(7(n — k)/d) = 6, gilt, da n und k beide aus dZ stammen und

m(n — k)/d somit in der Nullstellenmenge der Sinusfunktion liegt. O

Nun wollen wir den Zusammenhang zwischen der Arithmetizitit eines Wahrscheinlich-
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keitsmafies mit dem Einsstellenverhalten seiner Fouriertransformierten beleuchten.

A.1.8 Satz (Charakterisierung arithmetischer Verteilungen, s. [5], 41.15)
Sei d > 0 und Q ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R mit Fouriertransformierter p. Dann

sind dquivalent:
(a) Q ist d-arithmetisch
(b) ¢ ist Z-periodisch und d = min{c: p(t + 2F) = ¢(t) Vt € R}
(c) (teR: pt) = 1) = 57
(d) o(27) =1 und o(t) # 1 Vt € (0, 2F)

Beweis. Sei X ~ @ und 0.B.d.A. d=1.
“a) = (b)) Q(Z) =P (X €Z) = 1 & &H2MX — 1 P_fs. Somit gilt ¢ (t + 27) =
¢ (t) Vt € R. Es folgt

27

v

do:=min{c>0:¢(t+c)=¢(t) Yt € R}
> di:=min{c>0:¢(c) =1}

Aus ¢ (dy) = E [cos (d1 X)] folgt cos (d1X) =1 f.s. und somit P (X € Z—TZ) =1 Da X
l-arithmetisch ist, folgt d; > 27 und damit dy = dy = 2«

“(b) = (¢)” und “(c) = (d)” sind Kklar.

“(d) = (a)” Mit demselben Argument wie oben folgt @ (Z) = 1, also ist @ arithmetisch
mit Spanne d (Q) > 1. Mittels der Implikation “(a) = (b)” ergibt sich aber ¢ (%) =1
uns damit d (Q) < 1. O

Im Falle nicht-entarteter Zuwachsverteilungen ist die Periodizitdt der Fouriertrans-
formierten also dquivalent dazu, dass die Zuwachsverteilung arithmetisch ist. Anderen-
falls ist der Punkt 0 die einzige 1-Stelle von ¢. Die einzige Singularitit des Integranden
aus Gleichung (Gl. 1) im Rekurrenzsatz liegt also im Punkte 0 vor. Erst im néchsten
Abschnitt wird allerdings die Frage geklart werden, ob der Ausdruck 1/(1 — ¢(t)) fiir
[t|] > & > 0 gleichméBig beschrinkt ist.

Zunichst erweitern wir die Aussage von Satz A.1.8 aber noch auf den Fall vollstan-
dig (nicht-)arithmetischer Verteilungen. Dabei benutzen wir die Tatsache, dass eine d-

arithmetische (nichtarithmetische) Zufallsgrofe X genau dann vollstéandig d-arithmetisch
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(nichtarithmetisch) ist, wenn ihre Symmetrisierung X —Y d-arithmetisch (nichtarithme-
tisch) ist, wobei X und Y also unabhingig identisch verteilt seien (% [4], 26.3).

A.1.9 Korollar (Charakterisierung vollstdndig arithmetischer Verteilungen, vgl. [5],
47.2)
Sei d > 0 und Q ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R mit Fouriertransformierter . Dann

sind dquivalent:
(a) Q ist vollstindig d-arithmetisch, bzw. nichtarithmetisch
(b) {t eR:|p(t)| =1} = ZZ, baw. = {0}

Beweis. Seien X und Y unabhéngig identisch Q-verteilte Zufallsgrofsen. Dann folgt das
Korollar aus der Aquivalenz “(a) < (c)” aus Satz A.1.8 und der Tatsache, dass nach
dem Multiplikationssatz A.1.4 || die F.T. der Symmetrisierung X — Y ist, denn (a) ist
aquivalent zur d-Arithmetizitit, bzw. Nichtarithmetizitdt von X — Y. ]

A.2. Grenzverhalten der F.T.

Zunéchst betrachten wir, wie sich |p(¢)| fiir ¢ — 0 verhalt. Die folgende Abschétzung hilft
uns bei der Behandlung von Integralen, bei deren Integranden der Ausdruck 1 — () im

Nenner steht.

A.2.1 Satz
Sei ¢ die F.T. einer nichtarithmetischen, bzw. d-arithmetischen (d > 0) Verteilung Q
mit Varianz o € (0,00]. Dann existiert fiir alle a > 0, bzw. fiir alle a mit 0 < a < 27”,

eine Konstante C > 0, so dass
1 —@(t)] > Re (1 —(t) > CF°

fiir alle |t| < a. Insbesondere gilt fiir alle stetigen f : R — R und |t| € (0,a] dann die
Abschatzung

mit C = 1F]_gqlloc CF

Beweis. O.B.d.A. geniigt es, die Behauptung fiir ein beliebig kleines § > 0 anstelle von
a zu verifizieren. Fiir ¢ € (8, a] gilt nédmlich Re(1 — ¢(t)) = 1 — Re ¢(t) > Ct* mit
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y:=sup{Re¢(t):t € (0,a]} und C := a1 (1 —y) > 0. Fiir alle t € R mit [t| < § gilt

Re(1 - ¢(t)) = / (1 — coszt) Q(dx)

_ / <sin2$2t> Q(dx)
p / (m?‘?) Qd) + / (sinQ””'“;) Q(da)

x| |z|>%
1
> | ot Q(dx) (A2.1)
™
le[<T
{2 5
> 2 d
>~ z*Q(dx)
o< T

Sei € € (0,02). O.B.d.A. sei § klein genug, dass
/ 22 Q(dx) > 0% — ¢
|z[<F

und damit

Re(1 —¢(t)) > Ct?

mit C := 1/7%(c? — ) > 0 gilt. O

Bemerkung. Im Falle 02 = oo gilt sogar

t2 t—0
— | — 0. A22
’1 ) (A.22)

Wie in (A.2.1) erhalten wir namlich

1—¢t)] > Re(l-e¢(t)
2
t—z / 22 Q(dx)

{z:|xt|<m}

v

™

und das Integral auf der rechten Seite der Ungleichung konvergiert fiir ¢ — 0 uneigentlich

gegen oo.

Das folgende Lemma gibt uns Auskunft dariiber, wie sich der Imaginérteil der F.T.
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fir kleine ¢ verhélt.

A.2.2 Lemma
Fiir eine zentrierte Zufallsgrife X mit F.T. ¢ und Varianz o® < oo gilt, gilt auch

J= r29

Beweis gemaf$ |6]. Da der Zahler gleichméfig durch 1 beschrankt ist, geniigt es die End-

lichkeit des uneigentlichen Integrals
; 1
t
/‘ m@()‘dt«)o (A.2.4)
3

fiir beliebig kleines 6 > 0 zu zeigen. Wie in [5], Kapitel IV, Satz 19.13, folgert man mit

dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und dem Satz von Fubini

[0 gp] | [ 21 (x5 2y) < (0 < a1
0

und damit

/‘Imcp ‘

EsintX
sin ‘dt

l’)\o’ l’)\o’

/costw (X >z)-P (X < —x))dz|dt.
0

Unter Beachtung von

0=EX =EX"-EX = / (P(XT>2)-P (X >ux))de (A.2.5)
0

ergdnzen wir den Integranden mit 0 und erhéhen dadurch die Ordnung des Zéahlers in t.
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Wir setzen die Gleichungskette fort durch

/‘Imgp ‘

6| oo

1— t
// cosx P(X>z)—P (X < —x))dz| dt
-6 10

IN

§ oo
1— t
2// O P (X >a) P (X < —z)|de dt
0 0

4
1 t
<9 ]P(\X|>x)/§osxdtdx
0

o —3

Nun gilt aber weiter

Somit ergibt sich wegen
o0
/2xIP(|X| > z)de = EX? < 0o
0

die Behauptung vermoge

o0

)
I 1-— t
/’m‘” 'tSQ/IP(|X]>a:/ coStT ,, o
0

0

3/20331?(|X| >2) dr < CEX? < co.
0
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Auskunft dariiber, wie sich die Fouriertransformierte fiir ¢ — oo verhélt, gibt uns das

Riemann-Lebesgue-Lemma. Betrachten wir zunéchst die F.T. integrierbarer Funktionen:

A.2.3 Satz (Riemann-Lebesgue-Lemma fiir L;-Funktionen, s. [5], 41.18)
Fir f € Li(R) gilt:
lim f(t) =0 (A.2.6)

|t|—o0

Bewers. 1.Fall: f =1[,y. Die F.T. lasst sich in diesem Falle leicht berechnen:

. by 4 1 /. .
f(t) = / Ly pe®de = o (e’”’ — e“a) — 0 fiir t — oo
1

2.Fall: f € L; beliebig. Dann gibt es wegen der absoluten Integrierbarkeit von f Intervalle
Iy, ..., I, und Konstanten c1, ..., ¢, so dass sich f durch die im ersten Fall behandelten

einfachen Funktionen approximieren lasst:
n

If =Y eyl <e
=1

Allgemein gilt fiir Funktionen g € L; die triviale Abschitzung
F® = 30| <11f - gl

Die Intervalle I; seien 0.B.d.A. von der Form [a;j,b;] mit a; und b; aus R fiir alle j €
{1,...,n}. Bezeichnen wir nun mit g den Ausdruck Z?Zl cjly, erhalten wir also die
Abschitzung gegen ¢ fiir beide Seiten der Ungleichung. Wie im ersten Fall nachvollzogen

gilt weiter

no bt _ iagt
g(t)=2¥—>0 fiir t — oo
7j=1
Damit folgt schlieRlich f(t) — 0. O

Damit ist zugleich das asymptotische Verhalten der Fouriertransformierten A-stetiger
Mafe erkldrt, die nach dem Satz von Radon Nikodym eine A-Dichte f besitzen, deren
F.T. f gleichzeitig die F.T. des Mafes bildet.
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Nun interessieren wir uns dafiir, welche Verteilungen die Cramersche Bedingung

limsup p(t) < 1, (A.2.7)
[t|—o0
erfiillen, denn aus dieser gewinnen wir die gleichméfige Beschrianktheit des Ausdrucks
|1/(1 = ¢(t))| fiir [t| > 6 > 0. Hinreichend fiir die Cramersche Bedingung ist die Quasi-
Stetigkeit einer Verteilung @ (s. [2], nach Satz 13.2.1), die insbesondere im Falle einer

Verteilung mit A-stetiger Komponente vorliegt.

A.2.4 Definition (Quasi-A\-Stetigkeit)
Ein Map Q heift quasi-A-stetig, falls eine der Faltungen (Q*™),cn einen N-stetigen
Anteil besitzt, d.h., falls

Q*(n) = Qn)}\ + Q
fiir eine Dichtefunktion q, > 0 und ein Maf Q mit ||Q|| < 1.

Aus dieser Eigenschaft folgt mit Hilfe des Riemann-Lebesgue-Lemmas

timsup [ (1) < Q)] + lim / €7 gu (@) M(dar)| < 1
t]—00 —o0
R

und somit die Cramersche Bedingung. Dariiberhinaus ist () dann sogar vollstéandig nicht-
arithmetisch, wie man leicht nachweist, indem ausnutzt, dass die Symmetrisierung einer
Zufallsgrofe X mit F.T. ¢ die F.T. || besitzt und somit ebenso streng nichtarithmetisch
ist.

Bemerkung. Kombinieren wir die Cramersche Bedingung mit Satz A.1.9, so erhalten wir,

dass fiir jede streng nichtarithmetische Verteilung

sup |p(t)| <1 (A.2.8)
[t|>d

fiir jedes § > 0 gilt. Insbesondere gilt

sup | ———=| < oo. A.2.9
[t|>5 1— (1) ‘ ( )
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B. Begleitende Rechnungen und Beweise

B.1. Beweis von Lemma 4.2.1

Zunéchst liefern wir ein technisches Lemma, das wir auch in B.3 bendtigen werden.

Anschliefsend erfolgt der Beweis von Lemma 4.2.1.

B.1.1 Lemma

Es gilt
1—
/ cos (t) gt =
2
Beweis. Gemék [9], S. 1083, (21.16) gilt
/ Los(t)dt — 4/ sin” (%)dt — .
12 t2
—00 0
O]
Beweis von Lemma 4.2.1. Sei 0.B.d.A. J(f) = 1. Zu zeigen ist
§(—t —~ t)f(—t
lim yfl hmf g( )J(f) COoS (y )f( )QD(Q)dt — 20,72’
y—o0 s11 T 1 — sp(t)
wobei der Limes in s geméaf Lemma 3.1.2 fiir alle y existiert.
Zerlege den Grenzwert s T 1 des Ausdrucks auf der linken Seite der Gleichung in
us(y) + vs(y)
mit 5
1 / G(=1)J(f) = cos (yt) f(~1)
us(y) = — p(t)dt B.1.1
)= - — (1) (B11)

Till Breuer - Diplomarbeit
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und

'U(S(y) 1 / g(_t)‘](f) — Cos (yt)f(_t) go(t)dt <B12>

B yﬂm ) 1— ()
>

Zunéachst sieht man ein, dass wegen

H=0I() —cos (=) | _ [5()]+ IF@)
=) “"“)‘ = -0

und f, g € § das uneigentliche Integral im Ausdruck von vs existiert und unabhingig von
y beschrankt ist und dass folglich lim, . v5(y) = 0.

Untersuchen wir nun us.

1.Fall: 02 = co. Gemé (A.2.2) kénnen wir zu € > 0 ein geniigend kleines § > 0 withlen,
so dass [t?/(1 — ¢(t))| < /2 fiir alle |t| < § gilt. Es folgt

6 ~
. e . 1 [g(—t)—cos(yt)f(—t)
1 < — lim - t)dt
mswpus(y) < o~ tim = f i ()
-0
1 1 O(t?))(1 (yt)
= lim - (1+ J (1= cos (y )go(t)dt
2 y—oo y 12
-0
; 1 t
< Eg L [Uzesh),
T y—oo Yy t
s
_ ¢ 7 (1_C§S(t))d .
T t

wobei wir beim Ubergang zur dritten Zeile den Term O(t?)(1 — cos(yt))¢(t)/t?, der im
Integral auftaucht, vernachléssigen konnen. In der letzten Zeile wurde die Substitution

t — yt durchgefiihrt. Damit ist Teil (b) des Satzes fiir den Fall 02 = oo bewiesen.
2. Fall: 02 < co. Aus Satz A.1.5 folgt

2
’ ! < e fir alle |t| < (B.1.3)

2
1—p(t) o2

fiir ein geeignet kleines 6 > 0. Wir erhalten aus (3.2.1) und der Taylorndherung ¢(t) =
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1+ O(t?) (02 < o) folgende Abschiitzung:

lim sup us(y)
y—00
1 ([ a(=07() cos ()1 / 2 2
) g(—t — cos (yt t
:hgisgpy—w / - o(t) dt+/(1 — cos (yt)) <02t2 - J2752> dt
)
2 1 2 110(®)
— CcOos yt . + O(t
<l — = | /24t +1 — | (1— t - dt
1;11j£py 2/ + 1;11j£p 77/( cos (yt)) ‘02752 =
=11+ I
Wegen
2 1 —cost 2
R / 12 o2

bleibt nur zu zeigen, dass Iz verschwindet, was wir mit Hilfe von (B.1.3) tun wollen: Es
gilt

2 1+ O(t?)

2. _
o2 1—(t)

't2 2

—_—— = <
o) 2| " ’ °

fiir ¢ — 0 und nach Wahl geniigend kleiner Integrationsgrenzen erhalten wir

)

1 —cos(yt
I> < limsup £ / wdt =e.
y—oo YT t

B.2. Beweis von Lemma 4.2.4

Beweis von Lemma 4.2.4. Geméfs Satz A.1.2 ist hg auf [—4, ] stetig und aus Satz A.2.1
folgt die stetige Fortsetzbarkeit von h in 0 und somit hs,h € L1(R) fiir alle s € (0,1).
Mit Satz A.2.1 folgern wir weiter

t% (1 — s)p(t)
(T—() (1 — sp(t))

#2 t
00) ~ 1l = | = - 1= | -
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ol

(1—s)p(t)
(1= s)p(t) + (1 — (1))

mit einer geeigneten Konstanten C' > 0. Sei € > 0 gegeben und v € (0, ) beliebig. Nun
existiert, weil ¢ die F.T. eines nichtaritmetischen RWs ist, ein K > 0 mit |1 — p(t)| > K
fir alle |t| € [, d] . Daher gibt es ein s¢ € (0, 1), so dass fiir alle s) < s < 1 und [¢| € [y, J]

C

(1= 5)elt) (1= 9)e(t)
(1—8)90(t)+(1—90(t))|§0’ )

gilt. Nach eventueller Vergréferung von sg folgt, dass weiter

(1 —s)e(t) 3
C‘K/2‘ §(1—3)2C/K§m5

fir alle [t| € [y, d] und somit

3

h(t) = hs(®)] dt < -

{Itlel.o]}

fiir alle sp < s < 1 gilt.
Nach einfacher Abschéatzung folgt bei Wahl eines geniigend kleinen v > 0 aufserdem

Y

[0 = nola< 5
-
fiir alle 1/2 < s < 1 und damit die Behauptung. O

B.3. Rechnungen aus dem Beweis von Lemma 4.2.8

Aussage 1

Behauptung: Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.2.8 gilt

lim —
ly|—o0 y 2y .

Af(y) = AFO) _ J()) /1 re (=20 o
—

Beweis. Beim Vollziehen des Grenziibergangs |y| — oo konnen wir, wie der Leser einfach

verifizieren kann, 0.B.d.A. zu einem beliebig kleinen Integrationsintervall [—d, d] iiberge-
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hen. Beachten wir weiter, dass

=2}

O(t?)
wi=oe |y S 1 — (1)

dt| =0 (B.3.1)

aus der Endlichkeit des in diesem Ausdruck auftauchenden Integrals folgt, so erhalten
wir unter Verwendung der Taylorniherungen f(—t) = J(f) —iK(f)t+O(t2) und o(t) =
1+ O(t?) (letztere ist durch das Verschwinden des ersten Momentes von @ begriindet)

lim
ly|—o0 y 21y

Af(y) — Af(0)  J(f) jRe (11 —ez‘(yt)> »
.

- o [ (LSO 8 (=

— lim —ije <(1 Tiyt)iK(f)t) dt (B.3.2)
1

ly|—oo | 27y —o(t)

J(f) /5 K(f)tIm (1= )1 = (1))

: dt
1= ()]

= lim
ly|—oo | 2Ty

= lim
ly|—oo | 27y

) [ (KGO~ cos i) Im () K(f)E sin () Re (1 — g(2)
/( 1= o(t) 1 o(0)f )dt’

wobei die Naherungen fiir f und ¢ beim Ubergang zur zweiten Zeile verwendet wurden.

Dort wurde auch (B.3.1) verwendet. Die vollstdndige zweite Zeile lautet

)
1 (1= ) (J(f) —iK ()t +0() 1+ 0()
oo |27y /Re ( L— (1) > we

wobei sich die Terme der Ordnung O(#?) und héherer Ordnung zusammenfassen lassen
und beim Grenziibergang |y| — oo verschwinden.

Wir zeigen, dass der Ausdruck in (B.3.2) verschwindet und untersuchen hierfiir die
zwei Integrale, die durch Integration jeweils eines Termes aus der Differenz, aus der
der Integrand am Ende der Umformung besteht, entstehen. Bei Wahl einer geeigneten

Konstanten C' > 0 kénnen wir unter Anwendung von Lemma A.2.1 den ersten Term des
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Integranden majorisieren:

‘K( At (1= cos (yt)) Im @(t)
t4

11— o)

<c ‘ t Im (t) ‘
Hierbei steckt in der Konstanten C bereits die Abschitzung des Termes K (f)(1—cos (yt))
gegen 2K (f). Der Term auf der rechten Seite der Gleichung ist nun aber geméf Lemma

A.2.2 A-integrierbar. Hieraus folgt insbesondere

i M /6Re K(f)t (1 — cos (yt))[m o(t) =0
ly|—o0 27ry I |1 — gD(t)|2

Weiter gilt fir den zweiten Term, der im Integranden am Ende der Umformung (B.3.2)

auftaucht
t sin (yt)
t2

‘K(f)t sin (yt)Re (1 — ¢(t))
11— ()]

fiir alle ¢ # 0 und eine geeignete Konstante C' > 0. Nach stetiger Fortsetzung in 0 ldsst

‘SC‘ ‘SCIyI

sich der Integrand also fiir alle t € R gegen C'|y| abschéitzen. Hieraus folgt fiir ein beliebig
kleines € > 0 durch Wahl hinreichend kleiner Integrationsgrenzen (etwa § = (2C) 1)

lim dt < e.

ly|—o0 2Ty

J(f) j K(f)t sin (yt)Re(1 - (1))
11— o(0)?

Die Verdnderung der Integrationsgrenzen ist zuléssig, weil dadurch das Grenzwertverhal-

ten nicht beeinflusst wird. O

Aussage 2

Behauptung: Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.2.8 (also insbesondere unter der
Annahme, dass 02 < oo) gilt

1
1 / (1 —cosyf)Re(1 — p(0)) + sinybImep(6))

df = +o02. (B.3.3)
11— (0)

im
y—=+oo 27Ty
—1
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Anhang B.: Begleitende Rechnungen und Beweise

Beweis. Wir betrachten zuerst den zweiten Summanden. Aus (A.2.4) folgt leicht

1
1 :
o /smy@ ImgogQ)dgz
ly|—o0 27T3/_1 |1 — ()]

(B.3.4)

Schétze dazu wie gewohnt den Integranden ab:

|sin y0Ime(6)| o sinyfIm 90(0)‘
11— () ot
Imgp
< o).

wobei wir 0.B.d.A. vor dem Grenziibergang |y| — oo das Integral iiber [—6, 0] fiir belie-

biges aber festes § > 0 betrachten kénnen und § dabei zu beliebigem & > 0 hinreichend

C/‘hmp ‘

Kiimmern wir uns nun um den ersten Summanden in (B.3.3). Zu zeigen ist

klein wahlen, so dass

1
) 1 (1 — Cos (yt))Re(l — (1))
lim / 1o )|2 dt

é
1 1— 2
= lim / cos (y?) Re t dt = 072,
y—too 27y 12 1—p(t)

wobei der Ubergang zum Integrationsintervall [—6, 6] erlaubt ist, da das Integral aufer-
halb der Grenzen [—0, ] in y gleichméfig beschriankt ist und gesamte der Term daher

bei der Limesbildung |y| — oo verschwindet.

Hierbei wahlen wir 6 > 0 hinreichend klein, so dass

<e furalle0<t<é

12 2
‘1—¢@) o?

und daher
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B.3. Rechnungen aus dem Beweis von Lemma 4.2.8

gilt. Folglich gilt wegen

é
_ 2
lim — / Lo cos(t) g [t dt
y—+oo 27y t2 1—o(t)

1 [2 [1- t 1-— t t2 2
= lim — / cos(yt) 4 +/ s W) (e ~ =)t
y—=Foo 2y | o2 t2 t2 1—(t) o?
- -0
1 / 1
~ lim / —cos(yt) 4y
y—+too 27Ty t2
-0
fird |0
0 2
1 1- t t
lim / cos (yt) e dt
y—+oo 27y t2 1—(t)
-0
1 ; 1
— t

= lim —— / = W) 4 (B.3.5)

y—Foo Yo t
s
o0

+1 1 t

RE Ny T
To2 12

—00
In der letzten Zeile wurde dabei die Substitution yt — ¢ vollzogen. O
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Stichwortverzeichnis

Stichwortverzeichnis

arithmetisch, 3
d-, 3
F.T. vollstandig -er Verteilungen, 98
F.T. -er Verteilungen, 97
nicht-, 3
streng nicht-, 16
vollstandig d-, 3
vollstdndig nicht-, 3

Chung und Fuchs, Satz von, 13
Cramersche Bedingung, 16, 103

Erneuerungsmaf, 7
diskontiertes -, fourieranalytische Schreib-
weise, 29
diskontiertes, 11
Erneuerungsprozess, 8
erreichbare Punkte, Menge der, 5
Erstaustrittszeit, 78
Exzess, 78

F.T., s. Fouriertransformierte, 11
formale Kopien einer Stoppzeit, 78
Fouriertransformation, 92

Fouriertransformierte, 92
Gittertyp, 3

Hauptsatz, zweiter, i

Umformulierung, 28

Kopiensummenfolge, 78

Leiterhohen, 78
Leiterindex, 78

Leiterindizes, 78

Markov-modulierter Prozess, 82, 83
Markov-Random-Walk, 83
Markovkette, 2

zeitlich homogene, 2
Multiplikationssatz, 94

Parsevalsche Gleichung, 93
Potentialkern, 26
diskontierter, 26
diskontierter, fourieranalytische Schreib-
weise, 30

Praokkupationsmafs, 38

Random Walk, 1
rekurrenter, 6
Standard-, 1
verschobener, 1

Rekurrenz, 2
-punkte, Menge der, 5
eines Punktes, 4

Rekurrenzsatz, i
Umformulierung, 28

Riemann-Lebesgue-Lemma, 102
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Stichwortverzeichnis

RW, s. Random Walk, 1

Solidaritéatseigenschaft, 5
SRW, s. Standard-Random Walk, 1
Steuerkette, 82

Umkehrformel von Lévy, 95
VRW, s. Verschobener Random Walk, 1

Zahlmak, zufalliges, 8
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Symbolverzeichnis

Symbolverzeichnis
Af(x) Potentialkern, limg A® f(z)
Asf(x) diskontierter Potentialkern, ¢*J(f) — U® f(z)
B—=x {y —z:y € B}, wobei B€ Bund z € R
B? Borelsche o-Algebra iiber R? (d > 1)
B.(z) e-Ballumz, {y e R: |y —z| <e} (¢ >0)
¢ (R) Menge der stetigen Funktionen R — R mit kompaktem Trager
<o ¢ (R)
¢(R) Menge der beschrankten stetigen Funktionen R — R
c® U?g(0), wobei g € " mit J(g) =1 und K(g) = 0 fest gewihlt ist
Df(x) limgyy D° f(x)
D# f(x) A% f(x) + d* (zJ(f) — K(f))
ds s/2m [1it /(1 — sp(t))dt
D(p) Definitionsbereich der Fouriertransformierten ¢
Az (y) Af(y) — Af(y — )
0z Diracma$ im Punkte x € R¢ (d > 1)
¢ Menge der erreichbaren Punkte
E Erwartungswertoperator
E, Erwartungswertoperator, der zu einem RW mit Startwert x gehort
£l sup{|f(B)] : t ER} (f: R — R)
I1f1] [1f1loo
5 Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger, deren F.T.
absolut integrierbar ist

gt Menge der nichtnegativen f € §
* Faltungsoperator
Fn Kanonische Filtration o (S, ..., S,)

(@) B, [S02, s/ (S0)]

B, ) B[S0 5" Lise ]
Gp(z, ) Praokkupationsmafs I, [Zgil 1s,ey |, bzw. limgy GR(w, -)
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Symbolverzeichnis

R

dZ (d > 0)

{0}

Identitédt auf R

72 f(z)dx, wobei f € €y(R)

[25 @ f(x)dx, wobei f € €y(R)

¢* (1 -E,s') (z € R)

Raum der A-integrierbaren Funktionen f: R — R
Lebesgue-Maf

zufélliges Zahlmak auf (R, B)

Normalverteilung mit Parametern p € R und o2 € (0, 00)
Produktmaf von v und A

Verteilung von S, bei gegebenem RW mit Startwert x
By [s72 f(S1,)]

E, |57 145, c )

limgq 15

R U {£o0}

Menge der Rekurrenzpunkte

diskontiertes Erneuerungsmafs, > - s”IPf”
Erneuerungsmafs eines RWs mit Stz;rtverteilung A Dm0 IPf"
Erneuerungsmafs eines RWs mit Startverteilung d, B
Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe auf G4 (d € [0, 0o])
(Ga)
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